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1 EINLEITUNG

Die klassische (oder elementare) Differentialgeometniersucht lokale Eigenschaften
von Kurven und Flachen. Wichtig ist also, wie sich Kurverdufiachen in einer kleinen
Umgebung eines Punktes verhalten. Mathematische MetHadealche Studien liefern die
Differentialrechnung und die lineare Algebra.

Umgekenhrt liefert die Differentialgeometrie eine Modglkeit Differentialrechnung auf
Mannigfaltigkeiten (unter anderem auf Flachen) zu bbari Diesen zweiten Aspekt lassen
wir in diesem Skript auf3er Acht und konzentrieren uns aufilgenschaften von Kurven
und Flachen also, auf die klassische Differentialgeoie.etr

Der reprasentativste Teil der klassischen Differenéalgetrie ist das Studium von Fla-
chen. Dazu mussen wir die Eigenschaften von Kurven stedier

1.1 IMPLIZITE KURVEN: BEISPIELE
Beispiel 1.1 Die Gerade
ar +by+c=0, a,b,c e R, (a,b) # (0,0)

beschreibt die Menge
{(x,y)T cR? : aa:+by+c:0}.

b # 0 — Graph vonz — —%x— g;
b c
a # 0—Graph vony — ——y — —.
a a

Beispiel 1.2 Ein Kreis mit Radiusk > 0 und Mittelpunkt(z, yo) € R? ist die Losung der
Gleichung

(x—20)* + (y —yo)> — R* =0, R>0.

N Ellipsea > b
a = 0 // A
g
/ €— €t

€+
b=0
ab # 0
Ellipseb > a

Geraden Ellipsen, Kreise
Fig. 1.1
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Beispiel 1.3 EineEllipse mit den Halbachsea undb wird beschrieben durch die Gleichung

(x - $0)2 (y - y0)2
a? * b2

—1=0;

In Worten: die Menge aller Punkte (x, y) mit vorgegebenertéddssumme zu zwei festen
Brennpunktem , e_:

e_ = (z0—p, %) ", er = (zo+pyo) pi=va>—b far a>b,
e— = (zo, 0 —p) ", er = (o, 0+ p)", p = Vb —a? fur b>a.

Beispiel 1.4 KegelschnitteEbene Kurven, die sich durch quadratische Gleichungen be-
schreiben lassen, heiReegelschnitte Bei-

Yy spiele sind Ellipsen (speziell Kreis®arabeln
(vgl. Fig. 1.2) Hyperbeln (vgl. Fig. 1.3),Punk-
te: 22 +y? = 0 oder dieleere Menge:z?+ 4%+
1 = 0, letztere sind entartete Kreise oder entar-
tete Ellipsen.
Bemerkung: Kegelschnitte weil jede diese
Kurve lasst sich als der Schnitt von Kegel mit
die Ebene darstellen (vgl Formel (1.7)).

4
Parabelny — 22 =1
Fig. 1.2
Y Y
A A
> »L
Hyperbel:z? — 3% =1 Hyperbel:zy = 1

Fig. 1.3
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und auchGeraden

\J
\/

x*—y* =0

Geraden

Fig. 1.4

Neil'sche Parabely> — 2> =0  Strophoidey?(a — z) — 2*(a —2) =0, a>0
Fig. 1.5
Beispiel 1.5 Polynome bheren Grades

Cassini'sche Kurven (algebraische Kurven-
theorie; vgl. Fischer, Brieskorn-Kairrer):

(2 +y?)* —2(2*—y*)+1—c =0, c>0.

: Spezialfale = 1 Lemniskate (vgl. Fig. 1.6):
Lemniskate 224922 =22 —y?) = 0.
Fig. 1.6
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1.2 RRAMETRISIERTE EBENEKURVEN, POLARKOORDINATENDARSTELLUNG

Beispiel 1.6 a. Gerade ink*: R>t+ (at +b,ct +d)", (a,c) #(0,0).
b. Kreislinie: R > t +— (cos t,sin t)| = ¢,

Achtung: Die parametrisierten Kurven

a @ [0,27) — R?, at) = e,
Bo:o[0,2m) = R, B(t) =€,
3mSR, () =

sind verschieden, haben aber dieselbe Spur, namlich adreEskreis
S' = a((0,2m)) = B([0,27)) = 3(0,20)]) = { (z.9)" € R : 2+ y? =1}

c. Ellipse:[0,27) 2 ¢ +— (acos t,bsin t) .
d. Hyperbel:R > t — (cosh t,sinh #)T.
e. ParabelRR > t — (t,%)7

Beispiel 1.7 EineTraktrix ist die folgende parametrisierte Kurve
¢ T
a(t) = (sin t,cos t + log [tan 5]) , O<t<m, (1.2
sie lautet als explizite Kurve

a
y = Taarc cosh —t Va2 — 22, O<z<a (1.2)
x

(der Kurve(1.1)entschpricht der Falt: = 1).

) a(0)
r(0)
0
d
L to
Traktrixa =1 Polarkoordinaten

Fig. 1.7 Fig. 1.8
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Polarkoordinatendarstellung ebener Kurven

a(f) =0 — r(0)e” = r(6)(cos 6,sin 6).
e flr r = const > 0 erhalten wir eine Kreislinie
e flr p > 0 und Brennpunkt in{0, 0) folgt mit

le] < 1: Ellipse
() = P lef] =1: Parabel(0 < 6 < 27)
1 —¢ecos b

1 1
lel > 1: Hyperbel (arccos — < 0 < 271 — arccos —)
£ £

Beispiel 1.8 Lemniskatevgl. Fig. 1.6)

r(0) = y/2cos(20), —

<0< ?jfses 4

3 | on

% und

o

Beispiel 1.9 Spiralensind Kurven in Polarkoordinatendarstellung, woldek 0 oderé € R
undr(#) monoton ist.

Beispiel 1.10 Archimedische Spirale

r(0) = ab, a >0, oderparametrisiert o(f) = afe”

Logarithmische Spirale Archimedische Spirale
Fig. 1.9

Beispiel 1.11 Logarithmische Spirale

r(0) = be”, b,c >0, oder parametrisiert o(f) = b+’
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Beispiel 1.12 Klotoide(auch: Strassenbauerkurve, Cornu-Spiralé:

a:R—R?

t/a 7_2 t/a . 7_2 T
at) = </0 Cos(?) dT,/O sm;ah‘) (1.3)
1 71 [7\
t—o00 = oat)— (5\/;,5\/;) :

Integrale in (1.3) heil3etFresnel’'sche”.

Klotoide
Fig. 1.10

1.3 ROLLKURVEN

Rollkurven sind Bahnkurven von Punkten, die starr mit einem Kreis vedeun sind, der auf
einer Geraden oder einem Kreis abrollt.

Zykloide ist eine spezielle Rollkurve erzeugt
dadurch, dass ein Kreis mit Radius> 0
und Starrpunkt auf dem Rand auf einer Gera-
den (z.B. einer reellen Achg®) abrollt. Die
entsprechende parametrisierte Kurve ist die
Folgende:

, () =7 (9 —sin 9,1 — cos 9)"
1%@/\ a:R—R3.
0.

%2 4 & 8 10 12

Zykloide

Fig. 1.11

Eine Epizykloide entsteht, wenn ein Kreis mit Radius> 0 und Starrpunkt auf dem
Rand auf einem anderen Kreis mit Radids> r von aul3en abrollt. Die entsprechende
parametrisierte Kurve lautet fur den Fall= 1:

a: R—R3,
.
7(R+T>19,(R+7’) sin ¥ — r sin 7<R+T>19 )

T T

a(¥) = |(R+r)cos ¥ —r cos
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S5

Epizykloide Hypozykloide Perizykloide

—i.. A an

EpizykloideR = 5r NephroideR = 2r Kardioide R = r
Fig. 1.13

Eine Epizykloide mit- = R/2 hei3tNephroide.
Eine Epizykloide mit- = R heil3tKardioide.

Epizykloide2R = 3r EpizykloideR = 7r
Fig. 1.14
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Eine Hypozykloide entsteht, wenn ein Kreis mit Radius> 0 und Starrpunkt auf dem
Rand auf der Innenseite eines anderen Kreises mit Ratlitis- abrollt. Die entsprechende
parametrisierte Kurve lautet:

a: R—R3,

By (R—r)sin ¥ —r sinM T. (4

T r

a() = |(R—r)cos ¥ —r cos

Lo Q1 )

0.5

0
N T T T T 1T 1T 1IIJ

-0.5

Sl T NP S T T W~ .

HypozykloideR = 8r Astroide R = 4r
Fig. 1.15

Eine Perizykloide entsteht, wenn ein Kreis mit Radius> 0 und Starrpunkt auf dem
Rand einen anderen Kreis mit Radilis< » umschlie3end abrollt.

Eine Perizykloide mit = 2R ist wieder eine&Kardioide.

Eine Trochoide entsteht, wenn ein Kreis mit Radius> 0 und Starrpunkt mit Abstand
a > 0 vom Mittelpunkt des rollenden Kreises auf einem anderensirat Radius von auf3en
abrollt. FUr die Wahlk = r erhalt man also wieder eine Zykloide. Zum Beispiel lauiet d
parametrisiert&pitrochoide folgendermalien:

a(¥)=(R+r)e"t/2)

.
= |a sin r+ R _ (r+ R)sin 9, (R +r) cosY — a cos (r+ Ry
r r

- R — R3.
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EpitrochoideR > a > r
Fig. 1.16

Die Peritrochoide mit = gR liefert die Form des Wankelmotors.

EpitrochoideR > r > a
Fig. 1.17

Allgemein gilt: Die Spur jeder Perizykloide ist auch Spunesi Epizkloide Ahnliches
gilt fur Peritrochoiden und Epitrochoiden.

Bemerkung 1.13 Eine Rollkurve um einen festen Kreis ist geschlossen, ggesetzt der
Bruch —- ist rational; sonst liegt die Kurve dicht in dem RinggehieK |z — zo| < R+ r,
wobeiz, das Zentrum des festen Kreises ist.
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1.4 RAUMKURVEN: BEISPIELE

Raumkurven werden bestimmt durch zwei Gleichungen:

{ f(x,y,2) =0,
g(x,y,z)=0.

Die Losungen der Gleichunfi = 0, ¢ = 0 ergeben zwei Flachen, deren Durchschnitt eine
Raumkurve ist (Folgerung aus dem “Satz Uber implizite Fonk (siehe§ 1.8).

Beispielsweise definiert das System

ar+biy+ciz+d =0,
st +boy + coz+dy =0,

eine Gerade, falls die Vektorén, by, ¢;), (a2, by, co) linear unabhangig sind.
Flr parametrisierte Raumkurven schreiben wir

at) = (o (t), as(t), as(t)) : T —R* . (1.5)

Eine Gerade ist definiert durch das System

{ a1x1 + bll'g + cixs + dl =0 Ebene (16)

aox1 + bgl’g + Cox3 + d2 =0 Ebene

vorausgesetzt die Vektorefay, by, )’ € R® , k = 1,2, sind linear unabhangig, denn
dadurch wird sicher gestellt, dass die Ebenen nicht pasafid.

Ein Kegelschnitt entsteht, wenn sich ein Kegel mit einerriebgchneidet:

2222 —22=0 Kegel,
1 2 3 g (1.7)
axy + bry +crs+d=0 Ebene
oder durch den Schnitt einer Sphare mit einem Ellipsoid
Pt ri+ai—1=0 Sphare
5 2 2 (1.8)
ry  xy T3 B . .
;JrﬁJrg—l—O Ellipsoid,
Allgemein definieren zwei Gleichungen
F(xy,29,23) =0 Flach
o) o (L.9)
G([L’l, Xa, 1'3) =0 Flache

eine Raumkurve ifR3.
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—

Helix Concho
Fig. 1.18 Fig. 1.19

Beispiel 1.14 Helixoder Schraublinie:

a(t) = (acos t,asint,bt +¢) : R—R>. (1.10)

Beispiel 1.15 Concho

a(t) = (a e’ cos t,a e sin t, ebt)T - R — RR?. (2.12)

Beispiel 1.16 Toruskurven

[R + 7 cos (wt)] cos (vt)
Qpqy(t) = | [R+7 cos(wt)]sin(yt) | : R — R? (1.12)

r sin (wt)
wobeiw,y € R, R > r > 0. Die Spur dieser Kurven liegt auf dem Torus.

[R -+ 1 cos 9} cos
ap,0) = [R + 1 cos 9} sing | : R = R? (1.13)

r sin 0

Wenn der Bruch’ rational ist, dann ist die Kurve geschlossen.
Y

Ist der Bruch” allerdings irrational, dann ist die Kurve nicht geschloss®ndern liegt
Y
dicht auf dem Torus.
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Eine Kurvea,, ,, mit ganzzahligemn undn heil3enTorusknoten. Der Graph, der fur
die spezielle Wahi, ; entstheht heil¥leeblatschlinge

Kleeblattschlingecs ; Toruskurvens o

Fig. 1.20

1.5 BEUKLIDISCHER RAUM

Um Kurven zu definieren, brauchen wir den Begriff des Euklities Raumes: fur ganz-
zahligen > 1 bezeichnefR™ den Euklidischen Raum. Er besteht au¥ektoren = =
(xzt,...,2™)7, die als n-Tupel von reellen Zahler, ..., 2" € R dargestellt sind. Wir be-
trachten die Vektoren als Spalten und verwenden den Ihdéxtransponierte Vektoren und
Matrizen.

R" ist einlinearer Raum: fur belibige Vektorenr = (z%,...,2")", y = (y*,...,y")
im R™ und fur belibige reelen Zahlek i € R ist die Summe

o+ oy = (At oyt e+ opy™) T € R”

wohldefiniert. Die Summe ist kommutativ-y = y+x, assoziatiz +y)+ 2z = z+ (y+2),
AMpx) = (Ap)z und distributivA(xz 4+ y) = Az + Ay, (A + p)z = Az + px fur z,y, 2 € R™,
A, 1€ R. AuBerdem existiert ein Nullelemetite R™ mit der Eigenschatt + 0 = « fur alle
xr e R".

Weiterhin istR™ mit einem Skalarprodukt versehen. Das Skalarprodukt

() R"xR"—R.

ist eine Abbildung vorR" x R™ — R und ordnet dementsprechend jedem beliebigen Paar
r=(z4...,2")T e R*undy = (y',...,y")" € R" eine reelle Zahl zu.

Y

(z,y) := ijyj. (1.14)
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Das Skalarprodukt wird auch mit dem Verknupfungszeicteumkt” dargestellt
x-y=(r,y):= ijyj . (1.15)
j=1

Das Skalarprodukt ist bilinear:

Az +py,2) = Mz, 2) + ply, 2) . (2, 2z + py) = Az, 2) + 1z, 9)
furz,y, z € R", A\, u € R,
Die nichtnegative Zahl

" 1/2
|z] =/ (z,2) = [Z(xj)zl (1.16)

j=1
nennt man di&Norm des Vektorse € R"; sie hat folgende Eigenschaften:
N.1. |z| =0 dannund nurdann, wennz = 0.
N.2. |Az|=|\||z|, wobei Xe€R. (1.17)
N.3. |z+y| <|z|+]y| fur z,yeR™
Es gilt dieCauchy Ungleichung
(@, )| < [zllyl,  Vr,y eR", (1.18)

wie leicht nachzuweisen ist. Folglich ist der Winkele [0, 27) zwischen den Vektoren
x,y € R™ durch die Gleichung

cos 0 := M <1 (1.19)
|z]|y]
wohldefiniert und wir erhalten:
z-y = (v,y) = |z|ly| cos 0. (1.20)

Definition 1.17 Eine stetige lineare Abbildung
w:R"—R, wAz + py) = Aw(x) +pw(y), \peR, z,yeR* (1.21)
hei3tFunktional.
Charakteristish fur lineare Funktionale (und fur line@peratoren algemein) ist die
folgende:Das Funktional1.21)ist dann und nur dann stetig, wenn es begcthit ist:

|w| := sup |w(z)| < co. (1.22)
|z|=1

Der folgende Satz ist eine schwache Form des Riesz Theokgmgit fur den allgemei-
nen Hilbert Raum.
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Satz 1.18Es existiert zu jedem Funktionalgenau ein Vektor ifR™, den wir wieder mitu
bezeichnen, so dass gilt

w(r) = (w,z), Ve eR". (1.23)
Die Norm|w| des Vektorsy € R™ stimmt mit der Norm des Funktiongls.22)tiberein.

Mit anderen Worten: DeDualraum (R™)* der stetigen linearen Funktionale auf dem
Euklidischer RauniR” istisometrisch isomorphzuR", in ZeichenR")* = R".

Definition 1.19 Ein n-Tupel von Vektorefir;}"_,, z; € R™ heiltBasisin R", wenn jeder
Vektorz € R™ als Summe

=Y du (1.24)
j=1
Mitcy,...,c, € R darstellbar ist.
Die Basis{x;}7_, C R" hei3torthonormal, falls
xj - x = (x5, x5) = 0ji (1.25)

wobeid,, das Kronecker’'sche Symbol bezeichristes giltd;, = 0, wennj # kundé;; =1
sonst.

Da die Darstellung
N (L = ijej (1.26)
j=1

mit
e; =(0,...,0,1,0,...,0)", j=1,...,n, (1.27)

gilt, ist {e;}"_, eine Basis irR". Man nennt sie di&anonische BasisDie kanonische Basis
ist orthonormal (vgl. (1.25))

ej-er = (ej,ex) =i, g k=1,2,....n. (1.28)
FurRR? besteht die kanonische Basis aus den folgenden drei Vektore
e1=(1,0,0)", e =(0,1,0)", e5=1(0,0,1)". (1.29)

Flr zwei geordnete Basell := {e;}7_, und I := {f;}"_, in R" existiert dieMatrix
des Basiswechsels

1 1 1
ay Qg ap,
2 2 2
n

F = %E,FEu ME,F = [a;‘g]nxn =

(1.30)

S
33
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oder, in Details:
ej:Zaifk, j=1...,n. (1.31)
k=1

Diese Matrix ist nicht degeneriert (also elliptisch), da&s% es giltdet <7 p # 0, weil £
und F' nach Vereinbarung Basen und desto linear unabhangig sind.

Definition 1.20 Zwei geordnete Baseli := {¢;}7_, und I := {f;}"_, in R" bestimmen
dieselbe Orientierung vonR™, in ZeichenE ~ F', wenn gilt

det WEJ? > 0.

Offenbar ist* ~" ei_neAquivalenzreIation auf der Menge der geordneten Baserion
und es gibt genau zwdiquivalenzklassen. Jede dieggquivalenzklassen bestimmt eine der
beiden moglichen Orientierungen vix#.

Von der Orientierung deR" spricht man also nur im Zusammenhang mit einer gewahl-
ten Basis.

Definition 1.21 Betrachte jetzfR™ mit der kanonischen Basi& = {61, .. .,en}. Stan-
dardmalig wird vereinbart, das®R" durch £ positiv orientiert ist (vgl. Fig 1.22).

FallsR" durch der Basi&Z = {ei,,...,¢j,... e, ..., €, POSitiv orientiert ist und
j # k, erhaltR™ durch der Permutatierte Basts' := {e1,..., e, ... e;,...,e,} eine
negative Orientierung (vgl. Ubung 1.1).

1.6 BILINEARE UND QUADRATISCHE FORMEN

Definition 1.22 Es seil ein reeller Vektorraum. EinBilinearform aufT ist eine Abbildung
G :TxT — Rmit

BlalU + bV, W) = af(U,W) + b5V, W),

(1.32)
BU, aW +bV) = af(U,W)+06(U,V)
furalle U, V, W € T und beliebigeru, b € R.
Die Bilinearformg(U, V') heilstsymmetrisch falls folgende Gleichung gilt:
BU, V) =p(V,U) YUV eT. (1.33)

Die zu (U, V') assoziierte quadratische Form3(U, U) bezeichnet man auch wieder
mit 3(U) = B(U, U).
Man nennt3 positiv definit, wenn gilt

04U €T impliziert B(U)=p(U,U) > 0.
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Beispiel 1.23 AufR™ ist das Euklidische Skalarprodukt eine symmetrische &aliform

BXY):=X-Y=> ay;, X=(,...,2) €R", Y =(y,...,y,) €R"
j=1

und die assoziierte quadratische Form ist positiv definil vié¢ X, X) = |X|*> > 0 fur
beliebigeR™ > X # 0.

Beispiel 1.24Ist A : R" — R", A = [a;] _,ein linearer Operator, o ist

Ba(X,Y) = AX Y =) " ajry; (1.34)

=1 k=1
eine bilineare Form. Ist der Operatot symmetrisch
A=A"  dh, ap=ay, jk=1,...,n), (1.35)
so ist die assoziierte quadratische Form auch symmetrisch

BAX,Y)=AX Y =X -AY = AY - X = 4V, X). (1.36)

Lemma 1.25Es seif : T x T — R eine Bilinearform auf dem Vektorraui Weiterhin

bezeichnde;}"_ eine fixierte Basis voff.
7=1

Dann existiert ein linearer Operatof; : R" — R", G = [gs] ., wobeig; =
B(e;, ex), so dass gilt

BUV)=GU-V =>"3 guu/, (1.37)
j=1 k=1
wobeill = Y77 uwle;, V =370 ve;.
Insbesondere ist' symmetriscly;;, = gx,;, wenng symmetrisch ist.

Beweis Durch Einsetzen volv = 77 w/e; undV = 7" v/e; in (U, V) wegen der
Bilinearitat vong(U, V') folgt die Darstellung (1.37) mig;;, = ((e;, ex) unmittelbar.

Falls3(U, V') symmetrishist, ist die Symmetrie von die Matrix des Basisveelsy;;, =
gi; auch offensichtlichy;, = B(e;, ex) = Blex, €j) = gi;- ]

Was passiert mit der Bilinearform beim Basiswechsel?
Dazu seiernt := {e;}_, und I := {f;}"_, zwei geordnete Basen vahund o r =

[a¥] . sei die Matrix des Basiswechsels (vgl. (1.30)). Ist dd&hm= [bj|  mit by =

B(fx, f;) die Fundamentalmatrix der Bilinearformbeztglich/" := {f;}"_, und istG =
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[9k], ... Mit g := B(ex, e;) die Fundamentalmatrix der BilinearformbeziiglichE :=
{e;};_,, so erhalten wir

bjk = ﬁ(fja fi)=p < aiez, Z afnem>
¢ =

=1 m=1
= Z aiaﬁﬂ(eg,em) = glmaﬁa?.
lm=1 lm=1
Mit anderen Worten: es gilt
B = dp rGdy p (1.38)

und, falls die Bilinearforn3 symmetrisch ist, isB auch symmetrisch:
BT = [t sGety | = ()] Gt = AupGatip=B.  (1.39)

Es seien nun zwei Vektorraunte und 1" gegeben, sowie eine lineare Abbildunhg:
S — T. Br sei eine symmetrische Bilinearform aiif Diese liefert eine symmetrische
Bilinearform g auf S mittels

Bs(U,V) := Br(LU,LV).

Man nenntGs die durchZ von  induzierte Bilinearform . Ist L injektiv und G positiv
definit, so ist auclts positiv definit:

0£UeS =  0£LU, Bs(U,U)=p8r(LULU)>0. (1.40)

1.7 VEKTORPRODUKT INR"

Definition 1.26 Vektorprodukt (oder auchKreuzprodukt ) Fir v, v € R3 sei der eindeutig
bestimmte Vektar x v € R?, der durch die folgende Eigenschaft charakterisiert ist:

1 1 1

w
(uxv) - w=det[u,v,w] :=det | v* v? w? furalle weR?*.  (1.41)
ur vt w?

Dabei sind die Vektoren, v, w beZiglich der kanonischen Basis dargestellt, also
3 3 3
u:Zujej, v:Zvjej, w:ijej. (1.42)
j=1 j=1 j=1

Oft schreibt man auch
uNAv statt uUXv. (1.43)
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Wenden wir die Cramersche Regel auf (1.41) an, so folgt

2 2 1 1 1 1
(% (% u- v u (%
U Xv = det |: u3 U3 :| €1 — det [ u3 ’U3 :| €9 + det [ u2 ’U2 :| €3

u? 02 ut ol ut oot T\
= t —det
(de { fE I I de E I I det W 02

3 3 3 T
- (Z oL g, kyujue, Y o(2, 4. k)uop > o(3, ], k)ujvk> . (1.44)

J,k=1 j,k=1 J,k=1

wobei entweder (i, j, k) = 1 odero(i, j, k) = —1, je nachdem, oli, j, k) eine gerade oder
oder ungerade Permutation voh 2, 3) darstellt.

Fur die Spezielle Wahty, ey, e3 (siehe (1.27)), erhalten wir aus (1.44) die folgenden
Regeln:
€] X €9 = €3, €1 X ez = —€y, €9 X ez =¢€1, (145)
€y X €1 = —e3, ez X €1 = €ég, €3 X €9 = —€7 .

Die Eigenschaften der Determinante implizieren folgendgeischaften des Vektorpro-
duktes:

V.1. Bilinearitat:

uxX(cvo+dw)=cuxv+duxw, und (cu+dw)xXv=cuxv+dwxuv

fur beliebige Vektoren:, v,w € R3 und beliebige Konstantend € R .
V.2. Antikommutativitat: « x v = —v X u. (1.49)
V3. uxv=0 <= u,vsindlinear abhangig

V.4. Orthogonalitat (u x v)-u = (u x v)-v =0.

h=wvsin 0 0 ()

Positiv orientierte Basie;, e2, 3}
Fig. 1.21 Fig. 1.22
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Lemma 1.27 Es seir, y,u,v € R3, ¢,d € R.

i. Angenommen die Vektorerundv sind linear unabBngig, bildet das System

Vi,

Vil.

i (uxv,xxy):(uxv)-(xxy):detl

{u,v,u x v} eine positiv orientierte Basis iR>.

U-T VT
u-y vy |

i. |uxv|=ullv|sin 6 = A,,, wobeif den Winkel zwischemundv (vgl. (1.19) und

A, den Flcheninhalt des von u, v aufgespannten Parallelogrammsidtiazet (vgl.
Fig. 1.21).

Das Vektorprodukt ist im Allgemein nicht assoziativix v) x w # u x (v x w) fur
gewisseu, v, w € R3.
Fur zwei Raumkurven, also zwei Abbildungen

a;=(ata?,a)T IR, a;eCYI), j=1,2

eines offenen Intervalls = (a,b) C R in R? (vgl. Definition 2.1 in§ 2.1), gilt die
Produktregel

%[al(t) X as(t)] = af(t) x aa(t) + aq(t) x ah(t). (1.47)

Falls drei Vektoren:;, us, us € R? als lineare Kombinationen der Vektoren vy, v3 €
R? dargestellt sind

3
Uj = Zajkvka A= ajilsxs
k=1
so gilt
Uy X Uy X Ug = det A(Ul X Vg X ’U3) . (148)

u X v ist orthogonal zu derjenigen Ebene, die von linear uriigige Vektorem und
v aufgespannt wird.

Beweis (i.) Fallsu, v linear unabhangig sind,

(uxv)(uxv)=|uxuv*>0

(vgl. V.3) und, gemal Definition (1.41),

0< |u><U|2:(uxv,uxv):det[u,uuxv}.

Damit ist{u, v, U X v} eine positiv orientierte Basis (vgl. Definition 1.21).

(ii.) Wegen der Bilinearitat des Vektorprodukts reichtaess, die Identitat fur die kano-
nische Basis zu Uberprifen. Fur die Basisvekteren,, e; folgt der Beweis unmittelbar mit
Hilfe der Gleichungen (1.28) und (1.45).
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(iii.) Aus (ii.) und (1.20) folgt (siehe Fig. 1.21):

lu x 0| = det l wotuev } = Jul?|[v)? = u v
u-v o v-v
= |u*|v|*(1 = cos® 0) = |u[*|v[*sin®§ = A, . (1.49)
(iv.) Aus (1.45) folgt
(61X63)X€3:—€2X63:—€1,

aber
e1 X (eg X e3) =ep x0=0
und damit(e; x e3) X e3 # e X (e3 X e3).
(v.) Ist offenbar.
(vi.) Wegen der Bilinearitat des Kreuzproduktes gilt

3 3 3
Ur X Uy X Uz = E 105 X E A9k VE X E aA3mUm
j=1 k=1 m=1

3

= E A15A2EA3m (’Uj X UV X Um) .
jk,m=1

Andererseits folgt aus der AntikommutativitatseigersdtN.2 v; x v, = —v; x v; und,
allgemein,
Vj X Vg X Uy, = 0(],k,m)v; X v X U3
wobei das Vorzeichea(j, k, m) = £ 1in (1.44) definiert ist.
Daraus folgt:

3

Uy X Uy X Uz = Z o(j, k, m)aijaskasm (v1 X va X v3) = det A(vy X vy X v3) .
7,k,m=1
(vii.) Folgt ummittelbar aus Eigenschaft V.5 in (1.46). |

1.8 HILFSMATERIAL

In diesem Anschnitt werden wir einige Hilfssatze formtgdie die spater verwendet werden.
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A. Differenzierbarkeit
Definition 1.28 Eine stetige Abbildung
F:Q—R™, QCR” (1.50)
hei3tdifferenzierbar, wenn die Gleichung
F(x+h) = F(x)+ J,F(x)-h+o(|h]) (1.51)

fur gewisse lineare Abbildungeh,F : R* — R™ und beliebige Vektoren, z + h € €,
h € RF gilt.

Die NotationR(h) = ¢(h*) bedeutet, dadém,, .o h"*R(h) = 0.
Die lineare Abbildung

OF,

J.F(x) = {87} : R¥ — R™ (1.52)
Jdmxk

heiRtJakobi Matrix , ihre Determinantdakobian von F'. Der Rang der Jakobi MatriX, F'
heil3t deiRang der Abbildung F'. Hat /" maximalen Rang, so ist (1.5B)ektiv fallsk < m
undsurjektiv falls k& > m.

Fur eine skalare Funktioh' € C!, die von mehreren Veranderlichen abhangt, ist die
Jakobi Matrix von der Grof3e x k

.
or . oF ) ~VF, (1.53)

das heil3t die Matrix ist in diesem Fall ein Vektor, d&radient von F'.

B. Satz Uber implizite Funktion
Die Funktion hei3tmplizit gegeben, wenn sie durch die Gleichung
F(x,y) =0, relU cRF, yeU, cR™ (1.54)

gegeben ist. Der Satz Uber implizite Funktion beleuchtégendes Problem: Unten wel-
chen Bedingung existiert die Funktign= f(z) (oderz = ¢(y)), so dass die Gleichung
F(zx, f(z)) = 0furallex € V; C Uy erfulltist (oder die entsprechende Gleichung;(y), v)
=0furalley € V, C U, gilt).

Satz 1.29 Uber implizite Funktion). Es seil/; ¢ R¥, U, ¢ R™ und die Abbildung

F: U xU, —R™ (1.55)
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stetig differenzierbaf” € C' (U, x U,). WennF'(zg, 359) = 0 fur das gegebene Paay € U,

: . . OF . OF, .
yo € U, erfilllt ist und die quadratische Matnx% 4%(%’ ) ]
y Y=Yo y] Y=Y0 ] s

invertierbar ist, dann existiert eine Umgebulig C U; vonz, und eine Abbildung
g:Vi— U (1.56)

mit der Eigenschaft’(x, g(x)) = 0 fur alle z € V;. [

Wir haben nur den Spezialfallim U; = m betrachtet, denn dieser reicht fir unsere
Anwendungen aus.

Aul3erdem haben wir den Satz nur lokal formuliert (beachéeEdnschrankungUm-
gebung vonzy“). Die globale Situation ist viel schwieriger zu beschemb(betrachte das
Beispielz? + y? = 1, z,y € R) und wird in dieser Vorlesung nicht betrachtet.

Korollar 1.30 (Uber Umkehrabbildung). SeiV ¢ R™ und die Abbildung
f. VR (1.57)

stetig differenzierbay € C*(V'). Wenn die Jakobi Matrix voii nicht entartet ist (also wenn
sie invertierbar ist)
det J, f(zg) # 0, x9 €U,

dann existiert eine Umgeburig C V vonz,, in der die Funktionf : U — W = f(V)
einen Diffeomorphismus darstellt. Anders formuliert: eistert die inverse Abbildung " :
W — U, f(f X y)) = y fur alley € W, diese ist auch stetig differenzierbar, algo!
cCt(w). n
Beweis:Betrachte die Funktion

F(x,y) =y — f(z), F:ZxV—>R", Z = f(V)CR™.

Weil der entschprechende Jakobian

aF}(vyO)
Oxj

aF(ayO)
ox

] - fo(xo) #0, Yo = f(l’o),

T=X(

nicht entartet ist, existiert nach Satz 1.29 die implizit@Rionz = f~!(y), f~! : W — U,
mit der EigenschaftF'(f~1(y),y) =y — f(f*(y)) = 0. u

C. Gewbhnliche Differentialgleichung
Es seief) CR x C**!' mitn € Nundf : Q — C, dann heilt:

flx, y(@), ' (2), y"(x),.... y"™(z)) =0 (1.58)
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einegewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Ihre Losungen sind-mal differenzierbare Funktionen, die von einer Varialdbhangen
und die DGL auf einem zu bestimmenden Intervadirfullen.

Kann die Differentialgleichung nach der hochsten vorkanoen Ableitung aufgelost
werden und hat somit die Form:

y™ =F(x,y, ¢, 9", ..., y"Y) (1.59)

(siehe Satz 1.29) so heil3t @rplizit, andernfallsmplizit .

Die Losung einer Differentialgleichung ist immer eine ktian (oder im Falle eines
Systems von Differentialgleichungen mehrere FunktionEs)ist jedoch nicht jede Diffe-
rentialgleichung losbar, es gibt allerdings einige Kréa, anhand derer man Losbarkeit er-
kennen kann. Ferner reicht die Differentialgleichungialien Allgemeinen nicht aus, um
die Funktion eindeutig zu bestimmen. Die allgemeine Lgseiner gewodhnlichen Differen-
tialgleichungn-ter Ordnung hat im Allgemeinemnfreie Parameter.

Beispielsweise werden alle schwingenden Pendel durchBifferentialgleichung be-
schrieben, und der generelle Bewegungsablauf folgt imraer gleichen Prinzip. Der kon-
krete Bewegungsablauf ist jedoch durch die Rand- oder Aystaedingung(en) (wann wur-
de das Pendel angestoen, und wie weit) bestimmt. Die Lkshaton Anfangswertproble-
men bei gewodhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnwimgl durch den Satz voRicard-
Lindel 6f beschrieben. Nur wenige Typen von Differentialgleichunigessen sich analytisch
l6sen. Insbesondere konnen partielle Differentiatdlangen oft nur mit numerischen Me-
thoden approximiert werden.

Gegeben sei eine Differentialgleichupiz) = F(z,y(x)) auf einem Intervalla, b].
Gesucht sind stetig differenzierbare Funktiopen [a, b] — R, welche die aus dieser Glei-
chung folgenden Bedingungen an Funktionswert und Wert ddgitung in jedem Punkt
aus(a, b] erfullen.

Satz 1.31 (Picard-Lindebf). Es seila,b] C RundF : [a,b] x R" — R" eine stetige Funk-
tion, welche eine Lipschitz-Bedingung bzgkrfullt. Diese besagt: Es gibt eine Konstante
L > 0, so dassiir jedesz € [a, b] die Ungleichung gilt:

Yy, y2 € R" : |F(x,y1) — F(x,y2)| < L+ |y1 — yof . (1.60)

Dann gibt es zu jedem, € R" eine differenzierbare Funktion : [a,b] — R", welche
das Anfangswertproblem

y(a)=yo und Vz € (a,b): y'(z) = F(z,y(x)) (1.61)

eindeutig bst. [ |
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UBUNGEN
Ubung 1.1 VorausgesetZR™ ist durch der Basis? = {ei,,...,¢j,... ek, ..., e, } POSitiv
orientiert, j # k, und betrachte der Permutatierte Bagis:= {e1,...,¢ex,...,€j, ..., €0}

Finden Sie die Matrix des Basiswechsels und beweisen Sidutak £’ ist R" negativ
Orientiert .

Ubung 1.2 Betrachten Sie zu > 0 undb # 0 die Kurve
a:R—R3, a(t) = (ae', ae™" bt) .
a. Skizzieren Sie die Projektionen dieser Kurve auf diez?), (2!, 2%) und die(z?, 23)
Ebene.

b. Skizzieren Sie die Projektionen der Helix R — R?, 3(t) = (acost,asint,bt)
(siehe Beispiel 1.14 ) auf diese Ebenen und vergleichen Sie.

Ubung 1.3 Wie im§ 1.3 ervéhnt, ist eineZykloide die Bahnkurve eines Punktes, der starr
mit einem Kreis vom Radius> 0 verbunden ist und auf einer Gerade (z.B.Ryfbrollt.
a. Zeigen Sie, dass die Zykloide die Spur der parametreiekurvea(d) = (v —
sind, 1 —cosd) : R — R?ist, und bestimmen Sie die singtén Punkte voi.

b. Berechnen Sie die Bogénige der Zykloide, die einer voltstdigen Rotation der Kreis-
scheibe entspricht.

Ubung 1.4 Zeigen Sie:
a.aN(bAc)+bA(cNa)+cA (aAb) =0 (Jacobi-ldentift)
b.aN(bAc)=(aANb)Ncealb-c)=(a-b)c
Insbesondere ist A (b A a) = (a Ab) Aaflrallea,be R3,
C. (unv)-(wAz)=u-vA(wAz2)]=w w)(v-z)—(u-z)(v w)
d. (uAV)AN(wAz)=[(uAv)-zw—[(uAv) wz
e.uAv#0= {u,uNv,uA (uAwv)} istein positiv orientiertes Orthogonalsystem.
f. (uAv)-w#0={(vAw), (wAu),(uAv)}istpositiv orientiert.

Ubung 1.5 Zeigen Sie: das Vektorprodukt< v von Einheitsvektoren, v € R?, |u| = |v| =
1, die orthogonal sind: - v = 0, ist ein Einheitsvektor wiedet x v| = 1.

Ubung 1.6 Zeigen Sie, das$if die Traktrix gilta : (0, 7) — R? (siehe Beispiel 1.7):
a. Sie ist eine differenzierbare parametrisierte Kurves dul3er an der Stelle = 7/2
reguldr ist (i.e.,a/(t) # 0).
b. Die LAnge des Segments der Tangente der Traktrix zwischen ihegihfunkta ()
und dery-achse ist konstant 1.
c. Beweisen Sie, dass die Formg@l2) mita = 1 und(1.1)die gleiche Kurve darstellen.
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2 KURVENTHEORIE
2.1 GRUNDLEGENDE BEGRIFFE

Definition 2.1 Die Abbildung
a=(ay...,0) I —R"

eines offenen, oder halb offenen IntervallRih I = (a,b) C R, oder! = [a,b) C R, nennt
manparametrisierte Kurve, wenn die teilnehmenden Funktionen: I — R mindestens
einmal differenzierbar sindif alle j =1, ..., n.

Die Spur vona nennt man die Menge(7) C R™.

Warnung: Verschiedene Kurven konnen dieselbe Spur haben (vgbpigsil.6)!

Die Kurve istm-glatt (oder gehort zu Klassé™), wenn alle teilnehmenden Funktionen
m-mal stetig differenzierbar sind. Kurven der Klags& nennt man auch glatte Kurven.

Meistens reicht es Kurven der Klas§é zu betrachten.
Kurven, die implizit gegeben sind, also als Losung desesgst

Fi(zx)=0, j=12,....n—1, z€QCR", (2.1)

wobeiF, ..., F,_; C'-glatte Funktionen sind, nennt mémplizite Kurven . Bedingungen,
unter denen die impliziten Kurve explizit darstellbar sihidfert der Satz Uber implizite
Funktion 1.29.

Satz 2.2 Die vektorwertige FunktiorF’ = (Fl, cee Fn_l)T sei stetig differenzierbar, also
F; € CY(9Q),j =1,...,n—1,und die entschprechende Jakobimatrix habe maximalen Rang
im Punktz, = (29, ...,2%) € Q. Das heil3t:
det Jz F'(z) # 0 (2.2)
fur die Teilvariabelz := (x1,..., 251, Tpa1, - -, Tpn), 1 < k < n.

Dann existiert ein Intervall}, = [a;,, by] C R umz! (also eine Umgebung vorf) und
Abbildungen
Qlyeeey Qe 1, Qpiyy - - - T — R (2.3)

mit der Eigenschaft
F(a(t))=0 furalle te Iy,

wobei
aft) == (ar(t), ..., cap_1(t), t, appr(t), ... an(t))’. (2.4)

Die Abbildung
o I, - R”
(a(t) aus(2.3)) ist die gesuchtéokale Parametrisierung der impliziten Kurve aué2.1).
Wenn die Bedingun(®.2) global erfullt ist, ist (2.3) eineglobale Parametrisierung
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Also definiert die skalare Funktioh im Fallen = 2 eine ebene Kurve, vorausgesetzt
ihr Gradient ist nicht entartet, ['(z) = VF(z) # 0 furallex € U.

Fur den Falln = 3 definiert das Funktionenpaér = (Fy, F;)' eine Raumkurve, vor-
ausgesetzt di2 x 3 Jakobi Matrix.J, F'(x) hat Rang 2 fur alle: € U.
Definition 2.3 Ist a(t) = (ay(t),..., ()", SO
nennt many/(¢) = (&, (¢), ..., (t))" denTan-
gentenvektor oder Geschwindigkeitsvektor der
Kurvea an der Stelle.

Tangente Ista : I — R™eine Kurvey € I mita/(t) # 0, so
gibt es genau eine Gerade dureft), die zud/(t)
parallel ist, dieTangente

a(t)
{aft) +sd/(t) - s € R}.
_ Istt € [ undd/(t) = 0, so nennt mart einen
Fig. 2.1

singularen Punkt von a.
Definition 2.4 Eine Kurvea : I — R™ heilRtregular, falls o/(t) # 0 fur allet € I, d.h.
falls a keine singuiren Punkte hat.

Bemerkung 2.5 In regularen Punkten sieht die Kurve lokal aus wie die Tangente.

Beispiel 2.6 Neil'sche Parabela(t) = (t2,¢%)". Der Punktt = 0 ist singufr: o/(0) =
(0,0)" (vgl. Fig. 2.3).

A

Neil'sche Parabely? — 23 = 0 Kurven(t3,¢%)" und(t,t) "

Fig. 2.2

Beispiel 2.7 Unglinstige Parametrisierungx(t) = (¢3,¢*)" hat eine Singular#t o/(0)
(0,0)". Aber die Kurve3(t) = (t,t)" hat die gleiche Spur und istoerall regubr: 3'(t)
(1,1)" #0.
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WIR VEREINBAREN : Im folgenden betrachten wir nuegulare Kurven.

Essein : I — R"™ eine regulare Kurve und € 1. Dann heil3t die Funktion : I — R,
die durch das Integral

s(t) = /t o/ (7)| dr 2.5)

definiert ist, dieBogenEngevona bzgl.¢,. Die Bogenlange(t) misst die Lange des Weges,
den der Punkt (1) zuricklegt, wenm vont, nacht wandert.

Eine Approximation mit Polygonziigen zeigt, dass
diese Definition mit der geometrischen Vorstellung
von Lange vertraglich ist:

L(ay, ) = sup { Do la(t) — alt;-0)|

cto <ty <...<t,=t Zerlegungvon [to,t]}.

Wegen der Dreiecksungleichung wird eine solche
Summe bei Verfeinerung einer Zerlegung nicht klei-
Fig. 2.3 ner, deshalb “sup”.

Angenommeny € C?, dann ist offenbas € C' mit s'(t) = |o/(¢)| > 0 (Regularitat),
so dasss eine Umkehrfunktionp = ¢(s) € C* besitzt (vgl. Korollar 1.30). Dann gilt
s(p(t)) = tunds'(p(t)¢'(t) = 1. Fur3(s) := a(p(s)) leiten wir ab:

das'(t) = |a(t)], wegen (2.5). D.h|#'(s)| = 1. Damit haben wir die Kurvex auf die
BogenBnge umparametrisiert, mit anderen Worten die Kompositigh= « o ¢ ist nach
Bogenknge parametrisiert

Korollar 2.8 . Jede regudre Kurvea : I — R", a € C*(I) kann nach Bogeéhge para-
metrisiert werden: Isf = [a, b] C R unds(t) die Bogeringe vony bzgl.a fur ¢ € [a, b], SO
existiert eine Umkehrfunktiop : [0, L] — I zus, wobeiL = L( ) die Kurvenénge

bezeichnet, un@ :=aop =: [0, L] — R", |5'(s)| = 1.

« ‘ [a,b]

Definition 2.9 Es sein : I — R™ eine Kurve, ung : J — [ stetig differenzierbary’ # 0.
Dannistf(r) := a(p(7)) fur 7 € J eineUmparametrisierung vona mit Spura = Spur;3.
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a(t) B(t) = a(-1)

Fig. 2.4
Beispiel 2.10/ = (a,b), J = (=b,—a), o(7) := —7

a: I —R", G:J—R" mit  G(7) :Oé(<P(T)) = a(-7)

« und g unterscheiden sich in ihrer Orientierung (siehe Fig. 2.4).

Beispiel 2.11 Kreislinie vom Radiug? > 0:
a: [0,2r) — R?,
a(t) :== R(cos t,sin t) = Re®.

Umparametrisierung nach der Bogémnige:

t t
s(t) = / |/ (7)|dT = / IV R?cos2r + R2sin®rdr =Rt = t= %
0 0
Dann
S
ort) = (3)
2.6)
2 s S\ is/R (
ag @ [0,27R) — R?, ar(s) .—R(cosﬁ,smﬁ) = Re™/"t.

oder, als periodische Funktion,

ap : R — R?.

2.2 LOKALE KURVENTHEORIE IMR?

Definition 2.12 Es seil C R ein Intervall unda : I — R3, a € C?(I), eine nach der
Bogenéinge parametrisierte Kurve; dann nennt man

K(s) = |a"(s)] = [t'(s)] (2.7)

die Krimmung vona in s (English:curvature).
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Erl auterung: Die Kriimmung beschreibiticht dieAnderung des Tangentenvektatso
nicht o (t), sonderrdie Anderung des Einheitstangentenvekt®igr eine nach Bogenlange
parametrisierte Kurve

a:l—-R?

ist die Ableitunge/(s) der Einheitstangentenvektor im Purikt «(s).
Beispiel 2.13 Seia eine Geradex(s) = su + v mit |u| = 1 (die letzte Bediengung géiwr-

leistet die Parametrisierung nach Boganbe). Daraus folgtv'(s) = u, o”’(s) = 0 und
weiter Kgerade = 0.

Ist umgekehrt:(s) = |o"(s)] = 0 furalles € I, soa’(s) = 0, dannad/(s) = uy,
lug| = 1, unda(s) = sug + v, v € R3. Also ist Spur Teil einer Geraden.

Beispiel 2.14 Fur die in umgekehrter Richtung durchlaufene Kutve(s) := a(—s) erhalt
man

a’ (s) = —d/(=s), also [a(s)]=l|a'(=5)] =1,
und
B'(s) =a"(—s), also k4 (5)=rKa(—5).
Ist s(s) # 0, soistn(s) := a”(s)/|a”(s)| wohldefiniert. Auga/(s)|* = 1 folgt weiter

0= % (J/(s)?) = 2d/(s) - " (s), (2.8)

d.h.o”(s) und somit auch(s) stehen senkrecht auf(s).

Definition 2.15 Man schreibt(s) fur den Einheitstangentenvektof(s) und

t'(s) _ t'(s)

= denNormalenvektor (2.9)

()] w(s)

(vgl. (2.7)) oder denHauptnormalenvektor.

nennt n(s)

Die vont(s) undn(s) aufgespannte Ebene hefBthmiegebenén s (Engl.:occulating
plane).

Punktes, in denen die Kilmmung verschwindet, alsds) = 0, oder aucha”(s) = 0,
nennt marsingulare Punkte der Ordnung 1.

In singularen Punkten der Ordnung 1 gibtkesne Schmiegebene, weil es keinen Nor-
malenvektor gibt.

WIR VEREINBAREN:

Im folgenden  k(s) #0. (2.10)
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Offenbar gilt (vgl. (2.9)):
t'(s) = a’(s) = K(s)n(s) (2.11)
Der Vektor
b(s) = t(s) x n(s), (2.12)

wegen der Orthogonalitats) L n(s) (oder:t(s)-n(s) = 0) ist derBinormalenvektor b(s)

ebenfalls ein Einheitsvektor (vglbung 1.5).b(s) steht senkrecht auf der Schmiegebene.
Also wird durch|b/(s)| die Anderungsrate der Schmiegebene gemessen.

Weiter gilt: wegenb(s)|? = 1 gilt fur die Ableitungb(s) - ¥'(s) = 0 und
V(s) = [t(s) x n(s)] = t'(s) x n(s) +t(s) x n'(s) = t(s) x n/(s)

weil ¢/ (s) xn(s) = k(s)n(s) xn(s) = 0(vgl. (2.11) und (1.46), Satz V.3). Alsb(s) L V'(s)
undt(s) L ¥'(s), d.h.

V(s) =: 7a(s)n(s) (2.13)
und (vgl. Fig. 2.5)
{t(s),n(s),b(s)} bildet eineorthonormale Basisim R*. (2.14)

Definition 2.16 Es seia : [ — R3 mit |o/(s)| = 1 unda”(s) # 0 fur s € I. Dann nennt
mant,(s), definiert durch(2.13) die Torsion vona bei s.

Merke dass:, > 0, aberr € R. Die geometrische Bedeutung der Torsion luftet der
folgende Satz.

Lemma 2.17 Die Spur« ist flach (d.h. Spura: C Ebené dann und nur dann, wenn,(s) =
0 fur alle s € I (oderaquivalent dann und nur dann, wehfs) =cons).

Beweis Liegt die Spur der Kurvey in einer Ebene, z.Bx(s) = (a1 (s), aa(s),0) ", so folgt

t(s) = (a1(s),a5(5),0) ", Ka(s)n(s) = t'(s) = (af(s), a5(s),0) ",

so dass .
b(s) = t(s) xa n(s) = —— (0,0, (s)as(s) — ah(s)a(s)) " .

’ia(5>

Dannb (s) = by(s) = 0 und wir berechnen

bs(s) = 0/1(5)045(3;&—(;;/2(8)041’(8) 1
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Aus Stetigkeitsgriinden ist die Schmiegebene der gifzed gilt
b(s) = e3 oder b(s) = —e3

fur alle s. Also ist die Torsionr,(s) = 0.
Umgekehrt set,,(s) = 0 (undk,(s) # 0!). Dann istb(s) = by, und

(a(s) - by) = a/(s) -by =t(s) -by = 0.
Damitista(s) - bp=const, d.h. Sput C Ebenel b;. [

Lemma 2.18 Die Torsion ist invariant unten Orientierungsderungr,_(s) = 7,(s) wobei
a_(s) = a(—s).

Beweis In der Tat:

so dass
bo (5) = Ta_(s)na_(s) = U,(=8) = Ta(=5)na(=5) = Ta(=$)na_(s)
und es folgtr, (s) = 7a(s). n

Definition 2.19 Die BasisF (s) := {t(s), n(s), b(s)} heiBtFrenet'sches Dreibein(beglei-
tendes Dreibein) im Punkt

Lemma 2.20 Das Frenet'sche (begleitende) Dreibelf(s) = {t(s),n(s),b(s)} einer re-
gularen Kurvea : I — R? ist eine orthonormierte positiv orientierte Basis &1 fur alle
sel.

Beweis Es fehlt nur die positive Orientiertheit zu beweisen (¥8114)). Diese folgt gemaf
der Definition des Binormalenvektobss) (vgl. (2.12)) aus Lemma 1.27.i:

0 < [t(s) x n(s)|> = (t(s) x t(s), £(s) x t(s)) = det[t(s), n(s), t(s) x n(s)] . QED

Wir haben die Ableitungerf(s) und¥/(s) berechnet (vgl. (2.11) und (2.13)). Es fehlt
noch die Ableitung:/(s): ausn = b x t folgt

n=Vxt+bxt' =71(nxt)+kbxn)=—7b—kt. (2.15)

Die Frenet'schen Formelnfolgen aus (2.11), (2.13) und (2.15), sie lauten:
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b(s) t'(s) = r(s)n(s),
T n'(s) = —7(s)b(s) — k(s)t(s), (2.16)

b'(s) =71(s)n(s).

Die tb-Ebene nennt man dieektifizierende
Ebene
Die nb-Ebene nennt man didormalebene
Die Hauptnormale ist die Gerade durch in
Richtung des Vektors.
Und wir erinnern nochmal an die schon
eingefuhrte Bezeichnung den-Ebene: die
Das Frenet'sches Dreibein Schmiegebene

Fig. 2.5 Mit Binormale wird die Gerade durchy in
Richtung des Vektors bezeichnet.

Spur «

1 . .
Der WertR := — heil3tKrimmungsradius
K
(Krimmungskreis)

Dass Gleichungsystem (2.16) nimmt die folgende Gestallt an

t(s) 0 k(s) 0
F'(s)=F(s)F(s), F(s):=]|n(s) |, Ts):=1|—-x(s) 0 —=7(s)|,(2.17)
b(s) 0 7(s) 0

wobeiF eine antisymmetrische Matr' = —§ ist.
FUr ebene Kurven ist es ndglich eine orientierte Krimmung einzufihren.

Es seia : I — R? eine nach der Bogenlange parametrisierte regulare elfene
(d.h.]o/| = 1). Die kanonische Basie;, e, } desR? liefert die positive Orientierung. Da
t(s) = o’(s) # 0, gibt es imR? (aber nicht imR?®) genau zwei Einheitsvektoren senkrecht
zut(s); der (Haupt-)Normalenvektor(s) sei derjenige von ihnen, so dagss), n(s))' die
positive Orientierung liefert (vgl. Fig. 2.6).

A n(s) A t(s)

>

t>(s) v 1) "y

Orientiert positiv Orientiert positiv Orientiert negativ

Fig. 2.6



2. KURVENTHEORIE 35

Definition 2.21 Die  orientierte
Krimmung einer nach der Bo-
genknge parametrisierteebenen
Kurve o : I — R? an der Stelles
ist die Zahlx(s) € R, fur die gilt
(vgl. Fig. 2.7)

t'(s) = k(s)n(s) . (2.18)

Fig. 2.7

Bemerkung: Offenbar ist|x(s)| die zuvor definierte Kimmung.

Fur eine Raumkurver : I — R? ist die positive Orientierung des Dreibeitys) :=
{t(s),n(s),b(s)} automatisch durch den Vektéfs) bestimmt (vgl. Lemma 2.20). Denn nur
fur flache Kurveny : I — R? kann die positive Orientierung voft(s), n(s)} mit hilfe des
Vektorn(s) bestimmt werden.

Bei Orientierungs anderung wechselt die orientierterfmiung das Vorzeichen:
a_(s) = a(-s), a' (s) = —ad'(—s) = —tu(—9)

deshalbin, (s) = —nu(—s) sowiet! (s) = a"(s) = t/(=s) = Ka(—8)na(—s) =
—FKa(—$)nq_(s) also:

Ko (8) = —Ka(—s). (2.19)

t(s) Beispiel 2.22Betrachten wir wieder eine Kreislinie vom
RadiusR > 0 (vgl. Beispiel 2.11), die wie i(2.6) para-
metrisiert ist.

Berechnen wir die Tangente, die Hauptnormale und die

Kriummung:
1(s) = als) = (—sin = cos 5) ' = ie/"
s) = ap(s) = Sin 5,008 5 ) =1,
S : S T - (- 18 1S
Fig. 2.8 n(s) = <— cos 5, — sin E) =1 (ze /R) = —¢/R
—sini cosi
det [t(s), n(s)] = det [ i | B l=1>0,
—COSE —SIHE
1 s s\T 1 1
/ M _ —(_ 2 an 2 _ = - = [
t'(s) = ap(s) I < €08 5, — sin R) Rn(s) = kg(s) = i
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Lemma 2.23 Seia : I — R3 eine reguéire Kurve. Im allgemeinen ist/(u)| # 1 und
s = s(u) sei dann die Boge&hge und

B(s) =afu(s)), f:J—-R

die entsprechende Umparametrisierung nach der Bégege.

Dann gilt

Ko(u) = kp(s(u)) = PO (2.20)

fur die Krimmung und

”(u)|) " (u). (2.21)

fur die Torsion.

Beweis Nach (2.11) ist:z(s) = |3”(s)| so dass

e = ror = (ensony - {55

|
[l [ (s)a (uls)) — [l (u(s)] o (u(s))
{ o (u(3)P } (2.22)

weil u(s) monoton ist und deswegen

Bl =l @) =1 = 0<u(s) =) = e (229)
Andererseits
ety - [ ()] a(uls) - o (uls) e
und mit (2.23) folgt:
/ o o(uls)) -a'(uls)) o o"(uls)) - o'(uls))
) = atayr = e @2
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Mit hilfe der Gleichungen (2.23) und (2.24) setzen wir (3.&1t:
(ka(s))? = {|a (u(s)) /() (u(s)) — [|o/ (u(s))]] @ (u(s))}

o (u(s)P?

[l )P (u(s) — [o (u(s)) - o’ (u(s)] o' (u(s))
o (u(s)I*
)P (o) o' (u(s)” (0" (uls) - o (u(s)))”
o (u(s)IT o (u(s)F? o (u(s)F?

() Pla (u(s) P~ (o (u(s) - o' (u(s))’

m<wMG
o (u(s)) x o' (u(s))?

| (u(s))]°
(ahnliche Rechnung (1.49)) und wir erhalten die Forme&@}.
Fur die Torsion erhalten wir mit = 73n

7o) = 7 (s(u)) = n(s) - [75 (s(u)) n(s)] = n(s) - (s)
und mith(s) = t(s) x n(s), t's) = k(s)(n(s)
b(s) = t'(s) xn(s) +t(s) x n'(s) = k(s) (n(s) X n(s)) + t(s) x n'(s)
= t(s) x n'(s).
Dann
Ta(u) = n(s)-V'(s) =n(s) - [t(s) x n'(s)] = det [t(s),n'(s), n(s)]
(( )} . (( ))}

(5).3'(s) W) s L
) et |8(5). S 5(6) ()
(s
)

~ a6,
010,

_ det[F'(s), 8"(s), 8"(s)] _ det['(s), 5"(s), 8" (s)]
K2(s R?(s) ’
weil det [3(s),a(s)3"(s),b(s)5"(s)] = 0 fur beliebige stetige Funktionem(s) und b(s).
Mit

o " "
v

/B_m ﬂ”:_m‘l’( )l7 /8///:_+( ‘)Oé,/+("‘)0[,
folgt dann, mit hilfe (1.41) und (2.20),
_ det (o (u), a"(u),a”(u) _ (a/(w)

RS TR o) x o)

und Formel (2.21) ist bewiesen. [ |
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Korollar 2.24 Als Spezialfall erhlt man mit der richtigen Vorzeichenauswatit £ine re-
gulare ebene Kurve(u) = (as(u),y(u))T = (2(u), y(u), 0)T die folgende Formelifr ori-
entierte Kiilmmung:

o) = LW = T ), (2.25)
(@) + (v ()]

Insbesondere gilt im Fall eines Grapheifu) = (u, f(u))T tUber derz-Achse:

Iif(u) _ f//(u> 7 (226)
1+ (fr(w)?]

Fur eine ebene Kurve in Polarkoordinaterif) = p(8) ( cos 6, sin H)T ergibt sich:

2 N2 // 2
(W) —pr" +p" (2.27)

Kp = [(p/)z +p2] 3/2

Um den nachsten Satz zu formulieren brauchen wir einenmBagriff.
Definition 2.25 Die lineare Transformation
F(z)= Sz +e¢, F:R"—R"
heiRteigentliche Bewegundrigid motion im Englischen) wenn € R™ konstant unds €

SO(n) eine orthogonale Matrix ™ = S—!ist.

Theorem 2.26 (Fundamentalsatz der lokalen Kurventheorie)Es seil = [sq,s1] C R
ein Interval, und die Funktioner : I — (0,00), 7 : I — R seien differenzierbar. Dann
gibt es eine nach Bogeimge parametrisierte Kurve

a: I =R mit K(s) = k(s) und  7,(s) = 7(s). (2.28)

Die Kurve ist eindeutig bestimmt vorausgesetzt die Kurwdia orthogonale positiv
orientiertes Dreibeir(to, no, bo) " im Anfangspunkt sind bestimmt:

a(sg) = o t(sg) = to, n(sg) = no und b(so) = by (2.29)

Die Kurve ist, ohne Anfangsbedingung@r29) bis auf eigentliche Bewegungen i&n
eindeutig bestimmtiir ein beliebige nach der Bogeirige parametrisierte Kurvg : [ —
R3 mit kg = k undty = 7 gilt 3 = Sa + ¢, wobeiSz + ¢ die eigentliche Bewegung ist.
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Beweis Die Frenetschen Gleichungen (2.16) liefern ein lineageste®n von gewdhnlichen
Differentialgleichungen auf x R = I x (R? x R? x R?):

gs) = fi(s, &), i=1,...,9 (2.30)

angenommes := (&;,...,&)7,

t=(£.6.8)", n=(.&8)". b=(&68)"

Weil Funktionenf;(s, ) bezuglich der Variabl€ global Lipschitz-stetig sind, liefert der Satz
von Picard-Lindelof (Satz 1.31) die folgende Aussage: ggaipenemns, € I und gegebener
Anfangsbedingung, = £(s) gibt es eine eindeutig bestimmte differenzierbare Abliflu

X:I—R mit  X'(s) = f (s, X(s)) und X (sg) = & .

Ist &, = (to,m0, bo) €IN gegebenes positiv orientiertes Dreibein (siehe (2.29)liefert X
eine Familie von Vektorfunktionen:

X(s) = (#(s),n(s),b(s))T  mit t(so) = to, .n(s0) =10, b(so) = by (2.31)

Als nachstes werden wir beweisen, dass das geliefertetibneksystenX (s) ein Drei-
bein ist:

(t(s),n(s),b(s))"  bleibt orthonormal fir alle s € I, (2.32)

vorausgesetzt es war orthonormal zum Zeitput s.
Aus den Frenetschen Gleichungen (2.16) (vgl. System (RfGIQjx:

p

(t-n) =k(n-n)—kt-t)—7t-b)=k—-Kk=0,

(t-b) =r(n-b)+7(t-n)=0,

(n- b?' k(t-n)—710b-b)+71(n-n)=—-17+7=0, (2.33)
(t-1) = 2n(t -n) =0,

(n-n) = —2k(t-n) —27(b-n) =0,

( /

b-b) =2r(n-b)=0.

\
Bei (2.33) handelt es sich um ein System linearer gewohetiDifferentialgleichungen ers-
ter Ordnung fur die sechs Funktionen

mo=ton, g i=t-b, pyi=(n-0), nai= [t 5= |nf*, ne = [0

mit den Eigenschaften,(s) = 0 = n(s) =const,j = 1,2...,6 und der Anfangsbedin-

gung
77(30) = (tO * Ny, tO : bo, no - b07 ‘t0‘27 |7l0‘2, |b0|2>T = (07 07 07 17 17 1)T
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Offenbar gilt danm(s) = (0,0,0,1,1,1)" fur alles € I, also die gewiinschte Orthonorma-
litat.

Das orthonormale Dreibeift(s), n(s), b(s)) " ist dann auch automatisch positiv orien-
tiert, dadet [to, no, bo] = 1 unddet [t(s),n(s),b(s)] = —1 aus Stetigkeitsgriinden ausge-
schlossen ist (nufpm1 treten als Werte auf). Nun definiere féle I die Kurvea durch

a(s) = oy + /s t(A) dA (2.34)

S0

und beachte, dagsnach der Bogenlange parametrisiert ist.

Wegen der ersten drei Differentialgleichungen in (2.3@).(erste Differentialgleichung
in (2.16)) qgilt

a'(s) =t(s), a"(s) =1'(s) = k(s)n(s), (2.35)

also istk, = k.

Wegen der nachsten drei Differentialgleichungen in (R(861. zweite Differentialglei-
chung in (2.16)) und Gleichung (2.35) gilt

" =K'n+rn =rn—r*— kKT (2.36)

und, zusammen mit (2.21), (2.35), (2.36),

o xao o, (t x kn) - (K'n — K*t — KTD)
T - — .o = —
“ la/ x o’ |? k2|t x n|?
27t xn)-b
= —KT( 2n) =7b-b=rT1.
K

Damit ista die gesuchte Kurve.

Nun kommen wir zur letzen Aussage, dgndeutigkeit bis auf eigentliche Bewegungen:
Diese folgt aus der Tatsache, dass man zwei positiv origatdethonormale Dreibeine mit-
tels eines Elementes aus SO(3) ineinander uberfuhrem Kar gewiinschte Eindeutigkeits-
satz liefert dann die bereits bewiesene Eindeutigkeit(vom, ) " mit Anfangsbedingungen
(2.29).

Da mana durch Integration, namlich mit (2.34), augewinnt, konnen sich und g nur
noch um eine Translation voneinander unterscheiden. [ |

Geometrische Interpretation von Torsion, Krimmung usw.

Esseia : I — R3 o€ CYI), |o/| =1, sg € I ku(s0) = |”"(s0)| > 0. Eine Taylor-
Entwicklung ums, = 0 fuhrt auf

afs) = al0) + 50'(0) + 35%"(0) + %" (0) + R(s),  Rls) = O(s"),
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wobei die NotationR(s) = ¢'(s™) bedeutet, dassm, ., R(s)s™ " existiert und beschrankt
ist. Aus

() = (kn)'(s) = K'(s)n(s) + k(s)n'(s) = K'(s)n(s) — K*(s)t(s) — k(s)7(s)b(s)

folgt mit ¢ = ¢(0), n = n(0), b = b(0), k = (0) undT = 7(0)

2.3 2 /&3 3
a9 -a0) = (=55 ) (5 + 55 )0 - T o),

Offenbar konnen wir nach Translation und Drehung annehmen

( 2.3

o(s)=5———+0(s),
2 /o3
yo) =S+ oG, R=(Re Ry R (2.37)
. _I<LTS 4
| 2(5) =~ + O(s"),

Man nennt die Darstellung (2.37) diegkale Normalform der Kurve« in einer Umgebung

vons = 0.

v —
V73

v <+

>0 T>0

Schmiegebené, n) Rektifizierende Ebeng, b) Normalebenén, b)
Fig. 2.9
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Fur hinreichend kleings| dominieren die Potenzen niedrigster Ordnung, d.h. die Pro-
jektion der Kurvex in die

( i H IQSQ
(z,) — Ebene ist die Parabel S (57 7) :
3
(x, z) — Ebene ist die Kubische Hyperbe} — <s, m68 ) ,
2 3
(z,y) — Ebene ist die Neil'sche Parabel s — (%, m; )

(siehe Fig. 2.9).

Korollar 2.27 Ist 7 # 0, so durchsbf3t die Kurve ins = 0 die Schmiegebendjifr > 0
kreuzta die Schmiegebene in Richturg, und fir = < 0 kreuzta die Schmiegebene in
Richtungpb (siehe Fig. 2.10).

Beweis Die Aussage folgt unmittelbar aus der dritten Gleichung @¢eichungssystems
(2.37), weilz(s) an der Stelles = 0 das Vorzeichen wechselt. n

AD AD

A\ BN
/
\E

T>0 T<0

Fig. 2.10

Korollar 2.28 Offenbar gibt es eine NullumgebudgcC I, so dass die Sput(.J) ganz auf
einer Seite der rektifizierenden Ebene @eft, ramlich auf der, in diex zeigt; nura(0) €
(t,b)-Ebene.

Die Schmiegebene ist die Grenzlage der Eb€ergn) beih — 0. Hierbei istT'(h) die
durcha(s + h) undt(s) bestimmte Ebene.

Beweis Die erste Aussage folgt aus der zweiten Gleichung in (2\8@)l in y(s) = n(s)
der Termxs? /2 dominiert.
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Seis = 0, {t,n,b} = {e1, ez, ¢3}. Enthalt eine Ebené die Tangente, alse,, so gilt
entwedefl’ = {(z,y, z) : y = 0}, d.h.T ist die rektifizierende Ebene od&r= {(z,y, 2) :
z = cy} fureinc € R.

Im ersten Fall enthalf” aber keine Punkte(/) mit h # 0 (nahe0). Also tritt der zweite
Fall ein. Nun ist die Aussage: die Ebe{me: cy} enthalta(h) aquivalent zu:

z(h) —LkTh? 4+ - 1 1
hy= -2 — & — ——kth————— = 0(h
c(h) y(h) ~ Teh? ¥ Lahd - 6" 1k +o(h) OF
d.h.c(h) — 0 beih — 0. Also ist die Grenzlage die Ebede = 0}, d.h. die(z, y)-Ebene,
also die Schmiegebene. [ |
Negative Torsiorr < 0 Positive Torsionr > 0
Fig. 2.11

Beispiel 2.29 Berechnen wir die tangentialen, normalen und binormalektdfen, sowie
die Krummung und die Torsion der Helix aus Beispiel 1.14. Die namfpeBEnge parame-
trisierte Helix lautet:
-
a:[-mm)— R3, a(s) = (Rcosf,Rsinf,h§> , c:=+vh*+ R?,

C C C

, 1 .S 5 o\ "
h>0, R>0, a(s):t(s)zz(RanE,RcosE,h) :

.
a’(s) = c_];i <— cos Z, — sin Z, O) = r(s)n(s),

.
n(s) := (— cosi, —sini,O) , K(s) = E;,

1 T
b(s) =t(s) x n(s) = ; (h sin Z, —h COSZ, R) :
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2.3 GLOBALE KURVENTHEORIE

In diesem Abschnitt betrachten wir ebene Kurven mit orenter Krimmung.

Definition 2.30 Eine (reguéire) Kurvea : [a,b) — R™ heilRtgeschlosserfheiltC*-glatt),
wenn es eine (regate) Kurvea : R — R” gibt (die glattista € C*(R)) mita\[a,b) = a und
a(t+ L) =a(t) fur L :=b—aundallet € R, d.h.«a ist periodisch mit Periodé. = b — a.

Eine geschlossene Kurve heidteinfach geschlossenwenna = a\[a’b) injektiv ist:
a(ty) # aty) fura <t; <ty <b.

Es ist offensichlich dass eine regulare Kurve [a,b) — R" dann und nur dant®-
glatt ist, wenn alle Ableitungen bis zur Ordnukgn ihren Endpunkten Ubereinstimmen:
a™(a) = a™(b),m=1,..., k.

Fig. 2.12

Theorem 2.31 Die globlalen Aussagen lauten:

A. Eine Kurven : I — R? ist eine Geradex(t) = at + b mit den Koeffizientea, b € R
und dem Parametetr € R dann und nur dann, wenn sie eine trivialetknmung
ko(t) = 0 hat.

B. Eine Kurven : I — R?ist flach (ist eine ebene Kurve) dann und nur dann, wenn ihre
Torsionuberall verschwindet, = 0.

C. Die Spura einer reguéiren Kurvea : I — R3 ist eine Kreislinie oder ein Teil einer
Kreislinie dann und nur dann, wenn ihre B#inmung konstant, = const # 0 und
ihre Torsiontiberall trivial 7, = 0 ist.

Beweis: Die Aussage A ist offensichtlich: die Behauptupd'(t)| = k.(t) = 0 ist
einerseits aquivalent zw’(¢) = 0 und andererseits aquivalent zu der Aussage, dasse
Gerade der Form(t) = at + b, a,b € R, t € Rist.

Die Aussage B ist Inhalt des Lemmas 2.17.

Um die Aussage C zu beweisen, bemerken wir, dass die Toukierall verschwinden
muss, damitv eine ebene Kurve ist.
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Weiter bemerken wir, dasd(s) = «(s)n(s) undn(s) = DY t(s) = it(s) (siehe Fig.
2.12). Deshalb gilt

n'(s) = DY (s) = D [k(s)n(s)] = —r(s)t(s) . (2.38)

Also gelten die Frenetsche Formeln auch fur ebene Kurvehauentierte Krummungen.
1
——n(s). Firx =const 0 folgt

K(s)

Betrachten wir die entsprechenBeolute a(s) +

90"
90"

\/

Fig. 2.13 Fig. 2.14

also ist die Evolute eine Konstante:

a(s) + yn(s) = P € B? und damit [a(s) - P

Ein weiteres einfaches Beispiel einer globalen Aussadelgtnder Satz.

Theorem 2.32Ista : I — R? eine regulire geschlossene ebene Kurve, so gilt

(2.39)

2
> <
rax ey reas)] 2 diam (Spur a) ’

wobeidiam(Spura) := max |a(t) — a(s)| die Diameter vorSpura heif3t.
s,te

Beweis:Zuerst betrachten wir den Fall, dass Spwompakt ist und

R:=inf {r : Spura C K, = Kreis mit Radiusr } .

Es seiR der Radius des eindeutig bestimmten Umkreises der Kuiigehe Fig. 2.14).
Dann berthrtx den Umkreis in mindestens einem PupkO.B.d.A. nach geeigneter Dre-
hung und Verschiebung verschieben wizu 0 und kdnnen nahg = 0 die Kurvea als
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Graphf und der Kreis als Graph betrachten. Fur die Kreisdarstellung gilt sogar mehr: der
untere Halbkreis wird parametrisiert durch

A

gt)=R—VR*—t?, —R<t<R. (2.40)
Andererseitsf(0) = ¢(0), f(t) > g(t) lokal |t| < ¢

und folglich ist0 das lokale Minimum vory (t) — g(t)
im Punktet = 0:

f0)=4¢'(0)=0,  f7(0) = ¢"(0) = 0. (2.41)

- Mit (2.26) und (2.41) gilt:

p
. |/"(0)] "
Fig. 2.15 max |kq(s)| > |ka(0)| = = [f"(0)]
sel ‘ } [1 + ‘f/(0>|2:| 3/2
OO ) R )

[1+ |g'(0)]?] R diam (Spur «)

Andernfalls, wenn Spur nicht kompakt ist, gilt offenbar:

2
max [ka(s)| > [a(p)] = Jiam (Spura) O m

Der Rotationsindex einer ebenen Kurve

Es seio : [0,L) — R2? geschlossen, auBserdem &éi) = (z(s),y(s))' nach Bo-
genlange parametrisiget’| = 1 undt : [0, L) — S! mit ¢(s) = o’(s) sei die Tangentenab-
bildung. Es qiltt' = o = k.n.

Bemerkung: Da « geschlossen ist, ist au¢lgeschlossen.

Heuristisch: Wird Spura durchlaufen, so durchlauftden Einheitskrei§! einfach oder
mehrfach.

Rotationsindex I = I(«a) zahlt, wieviele MaleS' von Spur abgefahren wird, oder
wieviele Urbilder jeder Punkt eSpurt hat.

Unser Ziel ist den Umlaufsatz zu beweisen: weneinfach geschlossen ist, dahn=
+1.

Genauer: Es sei

0(s) :=<t(s),e1] € ]0,2m) (2.42)
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der eindeutig bestimmte Winkel zwi§che(m) und der positiverx-Achse (gegen den Uhr-
zeigersinn gemessen). Diese Funktfoist i.a. unstetig, namlich in den Punkteg fur die
0(so) = 0 gilt.

Lemma 2.33 Es gibt eine stetige Funk-
tiond : [0,L) — R mit

0(s) = 0(s)mod(2m) . (2.43)

el Beweis Dat : [0,L) — S' stetig ist

und [0, L) kompakt, ist¢ gleichmaRig
stetig. Also gibt es ein > 0 so, dass fur
allesl, So € [O,L) gllt |St|81—82| <0,
so liegert(s;) undt(sz) in einer offenen
Halbebene

Ist dannd(s;) bekannt, so folgt aus der
Forderung der Stetigkeit vaf(s), dass

Fig. 2.16 0(s,) eindeutig bestimmt ist.
Wir zerlegen
0=59<81 <8< <8, =1L mit ‘Sj—Sj_1‘<5

und setzer(sy) = 6(so), SO das® auf [sg, s;) eindeutig bestimmt ist. Mit Induktion defi-
nieren wir stetige auf [0,L) mit der Eigenschatft (2.43) eindeutig. [ |

Korollar 2.34 Setze:

I(a) := %

Dann ist die ganze ZaHl(«) € Z unablangig von der Wahl von.

6(L) —6(0)] . (2.44)

Beweis: Da der RotationsindeX(«) ganzzahlig ist folgt dies aus der Geschlossenheit der
Kurvef : [0,L) — S'.

Seid, eine weitere stetige Funktion mit der Eigenschaft (2.43nmist firs € [0, L)

0.(5) = 0(s) = [0.(s) = 0(s)| = |6(5) = (s)| = m(s)27,

wobeim(s) € Z; andererseits ish stetig, alsan(s) = m(0). Es folgtd, = 6 + 27m(0), so
dass

0.(L) — 0.(0) = [0(L) + 27m(0)] — [0(0) + 27m(0)] = (L) — 6(0) = I(av). o
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Definition 2.35 Es seia : [0, L) — R? eine geschlossene, nach der Bogeigle parame-
trisierte Kurve und eine stetige Funktion wie in Lemma 2.33.

Dann heif3t die ganze Zal{«) aus(2.44)Rotationsindexder Kurve « (siehe Beispiele
Fig. 2.17).

Bemerkung 2.36 Beim Beweis der Existenz vénwurde nur benutzt, dass die Tangen-
tenkurvet : [0,L) — S' stetig ist und geschlossef0) = ¢(L) (d.h. die Kurve selbst
a : [0, L) — R? soll geschlossen und'-glatt sein).

(J0AC

I(a) =+1 I(a) = =2 I(a)=0 I(a) = —1

Fig. 2.17

Gemal3 Definition (2.42) und (2.43) von der Winl@féb) fur den Tangentenvektars)
und den Hauptnormalenvektots) (vgl. (2.9)) gilt:

t(s) = (cos O(s),sin 0(s))" ,  n(s) = (—sin O(s),cos0(s))" , (2.45)
also (vgl. (2.11))
t'(s) = (—sin 6(s), cos0(s)) " 0'(s) = 0'(s)n(s) .

Andererseits’ = xn (vgl. Definition 2.21) d.h.

0'(s) = Ka(s) . (2.46)
Wir erhalten die Integraldarstellung
1 I
Ia) = —1[0(L) — 0(0)] = —/ k(s)ds, (2.47)
2m 2m Jo

die man auch zur Definition des ganzzahligen Rotationsiddexverwenden konnte.
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Theorem 2.37 (Umlaufsatz) Der Rotationsindex einer einfach geschlossenen Kurve ist
11, je nach dem wie die Kurve orientiert ist.

Beweis(nach Heinz Hopf 1935). Es existiert ein Punkt, so dass dig 8pn « ganz auf
einer Seite der Tangente in diesem Punkt liegt. In der Tagxestiert eindeutig bestimmte
Kreis die die Kurvex in mindestens einem Punkterirt (siehe Fig. 2.14). Nach geeigneter
Drehung und Verschiebung verschieben wiu 0 (siehe Fig. 2.15) und kdonnen annehmen,
dass dieser Punkt der Funktionswert= «(0) = a(L) ist. Es ist offensichtlich dass der
Rotationsindex bleibt invariant (unverandert) beztiglbeschriebene Kurwenwanderungen
(folgt unmittelbar von Definition der Rotationsindex).

Auf dem Dreieck
Ap={(s,t) : 0<s<t<L}

(siehe Fig. 2.19) betrachten wir die Sehnenabbildung

o: A —StCR?, (2.48)
a(t) — a(s)
N e
o(s,t):= o(s), —
—a/'(0), s=0,t=1L

(siehe Fig. 2.18). Dav einfach geschlossen, ist wohldefiniert. AuRerdem ist stetig.

In der tat: ddo/(s)| = 1, a(0) = a(L), /(0) = o/ (L),

(1) - ofs) 202

. « — (S — lim t— s :OéS :—O/ .

I O —a)] BTl —a@] e - C W
=]

fur s < tund, weila(s) = a(L + s) ist L-periodish,

a(l) —a(L+s)

. a(l)—a(s) lim L-—(L+s)
Bla@ a6l = Whm-azry - *H
|L— (L +s)]
Betrachte eine Homotopier; : [0,1] — A.,0 <t <1 wobei
L-((1=1t)s,(1+1)s) ", SE{Q%},
() = ; ' (2.49)
L-(1+t)s—t,(1—t)s+t) , 36{5,1}
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Insbesondere ist (siehe Fig. 2.20):

To(s) =L - (s,s)" = (Ls, Ls)T —  Diagonalabbildung ,
T 1
L-(0,2s) | se{o,ﬂ :
T1(s) := . ]
L-(2s—1,1 1.
( S , ) , s € {2, }
t t 1
LA | LA
I Tt I
AL ! !
I 7.1 !
: 70 |
I I
| S 1 S
'L - 'L -
Fig. 2.19 Fig. 2.20

Dannistr : [0,1] x [0,1] — A, stetig, und es gilt;(0) = (0,0), (1) = (L, L). Damit
ist auch die Verkettung o 7 : [0,1] x [0, 1] — S' stetig, und es gilt

(0 o79)(s) =0o(Ls,Ls) =a'(Ls) =t4(Ls). (2.50)
Fur festeg € [0, 1] isto o7y : [0,1] — S! stetig mit
(co7)(0)=0(0,0)=0a'(0), (com)(l)=0(L,L)=ca'(L)=a(0). (2.51)

Nach der Bemerkung 2.36 ist dann der Rotationsintexo 7;) wohldefiniert. Da die
Abbildung(o o m) : [0,1] — Z stetig ist, folgt/ (¢ o 7;) = const. Also

Ia)=1(ty) =1(comy) =1(com).

Berechnung vori (o o 7;): Durchlaufts das Intervall0, 1/2], so durchlauft

oTi(s) =0 5) = o2Ls) - o)
ooT(s) (0,2Ls) |a(2Ls) — a(0)]

die normierten Sehnen vom Punk{0) aus:
1
gon(0)=a(0), oom <§> = —a/(0),

wobeio o 7(s) stets in derselben Halfte va bleibt, dac auf einer Seite der Tangente an
«(0) liegt. Die Anderung des Winkels ist also gleiehoder gleich # (vgl. Fig. 2.21).
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Lauft danns von 1/2 bis 1, so variierto(0)

cor(s)=0((2s—1)L,L) =

gerade in der anderen Halfte vBh mit

ogoT (%) =0(0,L) = —a'(0), cori(1)=0(L,L)=4d'(0).

Winkelanderungr Winkelanderung-=
Fig. 2.21

Die Anderung des Winkels ist wiederum gleictoder gleich—r; insgesamt also gleich

27 (positiv orientierte Kurve) oder gleich27 (negativ orientierte Kurve; vgl. Fig. 2.21).
Damitist/(«) = *1. ]

Korollar 2.38 Es seia : I — R? eine einfach geschlossene reigel ebene Kurve der
LangelL = L,, mit Krimmungs,. Dann gilt:

i. Die Totalkiimmung istt-27:
L(¥
/ Ka(s)ds = 127. (2.52)
0

. 1 .
i Ist maxes |ko(t)| < —, SOiStL, > 27r.
T

1 :

iii. Ist minge; |ka(t)| > — > 0, sOistL, < 27r.
r

: . 2

iv. Esistmaxes |kq(t)] > L—W

«

Beweis: (i) Folgt unmittelbar aus Formel (2.47) und Theorem 2.37.

La La L
/ Ka(s)ds| < / |Ka(s)|ds < ==
0 0

r

(ii) o =
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(iii) Ist minsey |ka(t)] > = > 0, so hatk,8t) ein bestimmtes Vorzeichen und dieses
T
Vorzeichen andert sich nicht, weil, stetig ist und nicht verschwindet ; also

/OL“ Ka(s) ds| = /OL“ IKa(s)| ds > L_

(iv) Waremax;e; |ko(t)| < (1 — 5)?, so folgt aus (ii)

2r =

Lo >2 = I,> L.,
=Tl —5)2r 1-6

ein Widerspruch! |

Definition 2.39 Eine reguéire ebene Kurver : I — R? heilt konvex, falls gilt: Br jedes
to € I liegt Spura ganz auf einer Seite der Tangente duigh, ), d.h.

entweder [a(t) — a(ty)] - nalto) >0 oder [a(t) — alty)] - na(to) <0 Vi, toe I,

wobein, den Normalenvektor zu bezeichnet (vgl. Fig. 2.22).

S~ A

Konvex Nicht konvex
Fig. 2.22

Theorem 2.40 (Charakterisierung konvexer Kurven) Es seia : I — R? eine einfach
geschlossene regire Kurve. Dann gilt: ist genau dann konvex, wenn das Vorzei¢hen
sign k,(t) sich nichtandert d.h., entwedet, () > 0 oderx,(t) < 0 furallet € I.

Beweis Ohne Einschrankung sei : [0, L) — R? nach Bogenlange parametrisiert.

(WWir nehmen an, dassgn sign i, (t) = 0 flr xq(t) =0
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Seia konvex Zu festems, € I betrachte die Taylor-Entwicklung vanin s:
1
a(s) — al(sy) = (s — s0)t(so) + = (s — s0)%k(s0)n(s0) + R(s), (2.53)

2
R(s) =0 ((5 - 30)2) )

wobei die NotationR(s) = ¢((s — so)*) bedeutetlim, ., (s — s,)*R(s) = 0. Ist dann
(a(s) — also)) - n(so) > 0 fur alles € I, so multiplizieren wir die Gleichung (2.53) skalar
mit (s — so) “2n(s) und, wegen gleichungens) - n(s) = 0, n(s) - n(s) = 1, bekommen:

S#ls0) +0(1) > 0;
alsox(sg) > 0.
Analog flr(a(s) — a(sg)) - n(so) < 0.
Seik(s) > 0furalles € I. Ista nicht konvex, so gibtes, € I = [0, L), so dass

p(s) = [a(s) = a(so)] - n(s0) (2.54)

in so das Vorzeichen wechselt. Da der Fall= 0 ausgeschlossen ist (sonst Spugine
Teilmenge einer Gerade ist und deshalb nicht geschlossemistierers_ # s, Stellen,
an denernp sein Minimum bzw. sein Maximum annimmt und folgendes gilt:

p(s=) < p(s0) =0 < p(s4), ¢'(s-) =¢'(54)=0 (2.55)
Es kdonnte enweder. = 0 oders, = L der Endpunkte sein, aber nie gleichzeitig, da Spur
geschlossen ist und deswegef) = p(L) so wiey'(0) = ¢'(L).
Wegen (2.54))'(sg) = a/(s0) - n(so) = t(so) - n(se) = 0 und wegen (2.54) mit (2.55)
0=¢'(s+)=0a(s+) n(sg) =t(s+) - n(sp). Davon folgt

t(s0) = '(s0) L n(so), t(s+)=a'(s+) L n(so).

Dann
t(s) = Lt(sp) fir se{s_,s,s0}-

Insbesondere gibt es, s2 € {s_, s, 50}, $1 # so Mit
t(Sl) = t(Sg) s S1 < So. (256)

Nach Umparametrisierung wir konnen annehmen dass0 < sy < L. Setze

0(s) = /0 (o) do

Weil am Punkters = s; = 0, s = s, unds = L die Winkel#(s) modulo2r die gleiche
Werte erreicht (vgl. (2.56) und merke dde) = t(L)), erhalten wir fur geeignete ganzen
zahlenk, k € Z die Gleichungen

0(s5) — O(s1) = / Y (o) do =20k, O(L) — 0(sy) = / k(o) do = 2.

S1 52
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Andererseits, weik; = 0 und[0, L) = [s1, s2) U [s9, L) folgt aus dem Umlaufsatz 2.37

S2 1 1 L "
m(a)daz/ k(o)do—+ — [ k(o)do=k+k.

2 27/,

1 L

1

Aus k(s) > 0 folgt k, k > 0. Also muss entweder = 0 oderk = 0 sein. Nehmen wir an
k = 0; darx(s) > 0 gilt dann/-c\[s1 ., =0und folglicha”}[s1 ., = 0. Damitist Spun\l[s1 )
Teil einer Gerade, die gleichzeitig die Tangentexds ), «(s,) ist.

Betrachten wir der Falf; = s, oders, = sy. Dann die Gleichung(s;) = ¢(s2) = 0
widerspricht (2.55).

Gilt andererseits; = s_, s, = sy, so folgta(s_) — a(sy) = ¢ - t(sp), ¢ € Rund
0>p(s-) = la(s-) —also)] - n(so)
= lal(sy) —also)] - n(so) + [a(s-) — alsy)] - n(so)
= @(s4) +c-t(so) - n(so) = @(s4) >0

(vgl. mit (2.54)). Ein weiterer Widerspruch!
Analog furk(s) < 0furalles € I. u

Ist die Krimmung einer einfach geschlossenen ebenen Kaglrebig, so gilt immer
noch der folgende Satz (ein tiefer topologischer Satz, éshalb ohne Beweis angefirt
wird!).

Satz 2.41 (Jordansche Kurvensatz)Seia : I — R? I = [a,b) einfache {(t1) # a(ts)
furalle t; # to, t1,ty € I), geschlossene(a) = «(b)) und stetiged € C'(1)) Kurve.

Dann istSpura der Rand eines einfach zusammangenden Gebiets, d.R?\ Spura
hat genau zwei Zusammenhangskomponenten, eine unéektehund eine beschnkte, das
Aul3engebiet und das Innengebiet. [ |

Definition 2.42 Ein Scheiteleiner reguéiren ebenen Kurve : I — R? ist ein Punkt aus I,
in dem die Kiimmungs,, ein (relatives) Extremum besitzt.

Theorem 2.43 (Vier-Scheitel-Satz; Four Vertex Theorem)Eine einfach geschlossene re-
gulare konvexe glatte € C3(I) ebene Kurve besitzt mindestens vier Scheitel.

Beweis(nach Gustav Herglotz, 1913).

A. o : I — R? I kompakt. Die stetige Funktion, : I — R nimmt ihr absolutes
Maximum und ihr absolutes Minimum an, also gibt es mindesmvei Scheitel.

B. Nehmen wir an, dass die Kurve nach Bogenlange paraneetrist: |o/| = 1, «
[0, L) — R2 Die Verbindungsgerade zwischen dem absoluen Maxim(p,.,) und dem
absoluten Minimun(s,,;,) sei die x-Achse (siehe Fig. 2.23).
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Dann hat die x-Achse keine weiteren Punkte mit Spgemein. Gabe es einen dritten
Schnittpunkt, so misste die Tangente an dem mittlerenréePdnkte die x-Achse sein.

Dies ist in der Tat der Fall, denn anderfalls, wenn die
% Tangente die x-Achse nur in einem Punkt schneidet, lie-
gen mindestens zwei Punkt€ s,,..) und a(sy,) der
Spur von « auf verschiedenen Seite dieser Tangente,
was der Konvexitat widerspricht.
o(Smax) o(smin) Damit liegt Spurv ganz auf einer Seite der Tangente,
> also ober oder unterhalb der x-Achse. Nehmen wir an,
w dassy die x-Achse verlal3t. Dann gabe es aber dort eine
Tangente any, die die x-Achse schneidett (wegen der
Fig. 2.23 vorausgesetzten Glattheit der Kurve). Dies widerspricht
T aber auch der Konvexitat und damit tritt auch dieser Fall
nicht ein.
Ware die Verbindungsstrecke (d.h. ein Teil von Spuein Teil der x-Achse, so folgt
k'(s) = 0 und es existieren mehr als vier Scheitel.

C. Also, schneidet die-Achse a nur in den Punkten,,;, = 0, Simax, iN denenk(s) sein
absolutes Extremum erreicht. Weiter nehmen wir ohne Endsitfung an, dass(s) sein
absolutes Minimum im Nullpunkt annimmg;,;, = 0 undx(0) = min x(s). Dann erreicht
k(s) sein absolutes Maximum im offenen Intervdll L): 0 < sp.x < L. Besitzta nur diese
zwei Scheitel, so ist’ > 0 auf[0, syax] UNdx’ < 0 auf [syay, L]. ES folgt

als) == (z(s),y(s)) .,  K(s)y(s)>0 furalle se|0,L] (2.57)

(da die x-Achse das Intervé} := [suin, Smax| €Nthalt, wechsely(s) das Vorzeichen auf,
und auf(0, L] \ I, nicht). Mit t(s) = (z/(s),/(s)) ", n(s) = (=y/'(s),2'(s))" undt’ = kn
folgt " = —ky/, also mit (2.57) und durch partielle Integration

o< | " ()y(s) ds = — / (e (5) ds = / "2 (s = /(L) — £/(0) = 0.

Das aber implizier’y = 0, alsox’ = 0 und x =const.; dann istv ein Kreis und die
Behauptung ist bewiesen.

Andernfalls besitztv mindestens drei Scheitel.

D. Wenn aber drei Scheitel existieren, so auch vier, da Marim und Minimum-—
Stellen sich abwechseln. ]

Bemerkung 2.44 (i) Der Satz ist auch richtig ohne Konveixtit Der Beweis ist etwas schwie-
riger (L. Vietoris, Archiv der Math. 3 (1952), 304306).

(i) Bei einer Ellipse, die kein Kreis ist, gibt es genau vier $tehévgl. Ubung 2.1)!
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(iif) Es gibt nicht-einfache geschlossene régelebene Kurven mit nur zwei Scheiteln
(vgl. Fig. 2.24).

(iv) Es gibt Kurven (mit Ecken und Spitzen), die in den glattelefig¢iberhaupt keine
Scheitel haben (vgl. Fig. 2.25).

K(Smin)

/

Fig. 2.24 Fig. 2.25

Zum Abschluss der Kurventheorie ein weiterer globaler Satz

Theorem 2.45 (Die Isoperimetrische Ungleichung)Es seiC' eine einfach geschlossene
ebene Kurve derédngel, A sei der Fhcheninhalt des vod' eingeschlossenen Gebiets.
Dann gilt

L? > 4xA (2.58)

mit Gleichheit nur fir Kreise.

Zum Beweis benotigen wir eine Formel fur den Flacheninha

v(a(t)) Lemma 2.46 Es seia = (2,5)" : [ — R, [ =
o Te! [a,b) C R, die glatte Kurver,y € C(I), mit Spur
C und( sei das vorC = 0G berandete Innengebiet.
Die KurveC' = 0G sei positiv orientiert und/(¢) sei
o/(t) die auRere Einheitsnormale an € dG (siehe Fig.
2.26).
Der FlacheninhaltA(G) des Innengebiets ist mit den
folgenden Formeln zu berechnen:

AG) = z(t)y'(t) dt = — bx/(t)y(t) dt
Fig. 2.26 1/ /

b
- 2 / ()Y (£) — o (£)y(2)] dt . (2.59)

Beweis Wir wenden derGauRschen Satan: Istv = (v;,v,) " ein C'-Vektorfeld aufG, so
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gilt:

/divvdG :/ u(t) - v(t)do, (2.60)
G oG

wobeidiv v := d,v; + dyvy die Divergenz istdG = dx dy unddo = |o/(t)|dt bezeichnen

das

entschprechende FlachenelementaundC' = 0G. Dann gilt
. o vy vy o ’ T /
uédwvﬂ? _ L;{EE~%5§}dxm#—lzwa@» [~ n(a()]|o'(1)] dt
b
_ /[mm@mmw—y@w@@mdn (2.61)

weil die aulRere Einheitsnormale

v(t) = —n(t), —la'(t)n(a(t)) = DL/ (t) = (v (1), —'(1))

eine90° Drehung in negativer Richtung (im Uhrzeigersinn) von Tartge’(t) darstellt (vgl.

Fig.

2.26).

. 1 : . .
Einsetzen vonv = (2,0)" bzw.v = (0,y)" bzw.v = §(x’y>T in (2.61) liefert die

Formel (2.59), da div = 1 und [, dG = A(G). ]

Beweis von Theorem 2.4%nach Erhard Schmidt 1939):
Betrachte einen Streifen orthogonal zu einem DurchmesseSpurC' (vgl. Fig. 2.27)

und parametrisier€’ durcha : [0, L) — R? nach der Bogenlange(s) = (z(s), y(s))".
Nach Umparametrisierung ist(0) — «(¢) der Durchmesser, wobei(0) = (r,0), a({) =

(—r

,0),0< (< L.

Spura Parametrisiere aufRerdem einen Kreis von Radius
durch (wir nehmen an, dass Kreiszentrum der Null-
punkt ist)

B(s) := <x(s), T2 — x2(s)>T (2.62)
Spurs

mit Gleichemz(s) als in a(s) und wobei das Vorzei-
chen 4 " fur 0 < s < ¢ und das Vorzeichen- ” fur
! < s < L stehen.

0 r _ Beachte, dass i.a. nicht injektiv und nicht regular ist.
Fur den Flacheninhald (G) des Innengebiets' = G,
von « folgt
L
AG) = [ alo)()ds, (2.69
0
Fig. 2.27

und far des Innengebiets; des Kreises erhalt man

4G =~ [ Beme)as =~ [ =+ [ 6T s,

L
l
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Mit u — 2(s) erhalten wir weiter
4G = = [ s as
= —/T_T\/Wdu—/_i\/Wdu:Q/_i\/Wdu
- 2r2/11mczt:m=2.
Es folgt
AG) + AG=AG) +1e = [ o) (6) ~ (6] ds
= [ ) (/) 1) s
< [ 1O BT |51, =6 [t

= [ 56+ 36) YUOP @O s

=Lr. (2.64)

Die wohlbekannte AGM-Ungleichung liefert

1 1 1
A(Gy)mr? < §A(Ga) + §7T7“2 < §Lr (2.65)
und daraus |
A(Gy)mr? < ZL2T2 &  LP>47A(G,) .

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn die folgenden Bedirygun erfullt sind:
1. A(G,) = mr* (Gleichung in (2.65));
2. (z(s), B2(s)) " und(y/(s), —B(s))" positiv linear abhangig (Gleichung in (2.64)).
Wegen
(w(s), 5a(s)) " = (Bu(s), Ba(s)) " = —rmgee)
und
(W/'(5), =B1()) = (0/(5), =2'(5)) " = =y

bedeutet dieg; = n, = [ =1t =1, = ¢, und somit (nach Integration)

B(s) = a(s) sobald, nach Verschiebung/(0) = «(0) = (r,0). n
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UBUNGEN

Ubung 2.1 Seieru, b > 0. Die Kurve
a(f) = (acos 6, bsin Q)T, 0<a<b, a:[0,27)—R?

heiRt Ellipse, die beiden Punkfé. = (/a2 — 12,0)" sind ihre Brennpunkte.
1. Berechnen Sie die Kmmung der Ellipse.
2. Bestimmen Sie die vier Scheitelpunkte der Ellipse.
3. Berechnen Sie mit der Form@.59)den Fhcheninhalt des Innengebiets der Ellipse.
4. Zeigen Sie, dass die Summe der abdé zu den Brennpunkten konstant ist, und zwar

le(t) — Fi| + |e(t) — F-| = 2a.
Hierauf beruht die sogenannted@nerkonstruktion, die eine Ellipse durch einen Fa-

den mit Endpunktef’; erzeugt.

5. Rechnen Sie nach, dass die Winkel zwischen der Kurvesttengnd den Brennstrah-
len konstant sind, d.hy(c(t) — Fy, = (t)) =(c(t) — F_,(t)). Daher werden von
F, ausgehende Lichtstrahlen an der Ellipse ndchreflektiert. Spiegelt mai’ an
allen Tangenten, so eélft man einen Kreis vom Radids um F',, den Leitkreis.

6. Zeigen Sie, dass der kleinstetikkiimungskreis an die Ellipse innerhalb, de8te

2 2
aul3erhalb der Meng{(:):,y)T : % + ‘Z—z < 1} liegt.

Ubung 2.2 Betrachten Sie die Raumkurve

at) = (ae " cost,ae " sint,e )" o [0,00) — R?.

a. Ista eine reguéire Kurve?

b. Berechnen Sigbim a(t) und skizzieren Sie die Projektion der Kurve auf gié, 2?)
Ebene.

c. Zeigen Sie, dass endliche Bogetiinge auf0, co) hat.

d. Parametrisieren Sie die Kurve nach Bogarge.

Ubung 2.3 Berechnen Sie das Frenetsche Dreibein sowie diemnung und die Torsion
von die Raumkurve

a(t) = (e Tcost, e 'sint,e”)' |, a:[0,00) — R,
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Ubung 2.4 Eine Abbildungy : I — R? heif’t Kurve der Klass€”*, wenn jede der Ko-
ordinatenfunktionen in dem Ausdruakt) = (z(t),y(t), 2(t))" stetige Ableitungen bis zur
Ordnungk besitzt. Falls nur stetig ist, sagen wit ist von der Klass&. Eine Kurvea
heil3t einfach, wenn die Abbildunginjektiv ist.
Seia : I — R? eine einfache Kurve der Klasge’. Wir sagen, dasa eine schwache Tan-
gente beit = t, € I besitzt, wenn die durch(ty,) und a(ty + h) bestimmte Gerade eine
Grenzlage besitzt béi — 0. Wir sagem hat eine starke Tangente ke ¢, falls die durch
a(ty + h) unda(ty + k) bestimmte Gerade eine Grenzlage besitzthéi— 0.
Zeigen Sie:

1. at) = (3,12)7, t € R, hat eine schwache aber keine starke Tangente-ir0.

2. Ista : I — R? von der KlasseC'! und regudr in ¢ = t,, so besitztx eine starke

Tangente bef = t,.

3. Die durcha(t) = (#2,¢?)" fur t > 0 und durcha(t) = (#, —t*)" fur ¢t < 0 gegebene
Kurve ist von der Klass€'! aber nicht von der Klass€?. Skizziere die Kurve und ihre
Tangentenvektoren. In welchen Punkten existiert einé&etazw. schwache Tangente?

Ubung 2.5 Parametrisieren Sie die Kurve (Helix)

aft) = (acos t,asin t,bt)", teR, a,beR,

nach Bogeriinge.
1. Bestimmen Sie KKmmung und Torsion vamn.
2. Bestimmen Sie die Schmiegebenewon

3. Zeigen Sie, dass die Geraden, dig) enthalten und durcla(s) gehen, die z-Achse
unter dem konstanten Winkel2 schneiden.

4. Ziegen Sie, dass die Tangenten einen konstanten Wirtkdnz-Achse bilden.

Ubung 2.6 Esseia > 0undl = [—a,a).
A. Parametrisieren Sie die Kurve
aft) == (t,cosh t) ", a: [ — R?
nach Bogerdnge.

B. Berechnen Sie die Kmmungs, und die Torsion, vona.

Ubung 2.7 Berechnen Sie die Kmmung und die Torsion folgender Raumkurve mit der
Formel(2.20)und(2.21)

a(t) == (tcos t,tz,et)T , a:l—R
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Ubung 2.8 Seia : I — R? eine regudire Kurve mita” stets ungleicli und seiS € SO(3)
(eine orthogonale Matrix, das heit" = S—! ist die Inverse). Zeigen Sie, dass die Kurven
« und alle eigentlichen Bewegunget(+c, c € R?) dieselben Kiimmungen und Torsionen
haben.

Ubung 2.9 Seia : (0,7) — R? die Traktrix (siehe Beispiel 1.7).
1. In R? wird ein Punkt7'(1,0) durch ein straff gespanntes Seil mit einem Zugpunkt
E(0,0) verbunden. Zeigen Sie, dass der Pufiktine Traktrix beschreibt, wenn man
E iny-Richtung bewegt, (daher wird die Traktrix auch als gplkurve bezeichnet).

2. Zeigen Sie, dass die Traktrix auch diejenige Kurve durch, 0) ist, die auf allen
Translationen des Einheitskreisf$ = {(z,y)" € R? : 22 + 32 = 1} in Richtung
der positiven y-Achse senkrecht steht.

Ubung 2.10 Seia : I — R? eine regulire parametrisierte ebene Kurve mit orientierter
Krimmungs(t) # 0 fur allet € I. Die Kurve

heil3t die Evolute von.
1. Zeigen Sie, dass die Tangente an die Evolutenvbeit normal ist zux beit.

2. Betrachten Sie die Normalen auin zwei benachbarten Punkteén ¢, mit t; # t,.
Zeigen Sie, dasdif t; — t, die Schnittpunkte der Normalen gegen einen Punkt auf
der Spur der Evolute von konvergieren.

3. Berechnen Sie die Evolute der Kettenlinie
aft) = (t,cosht)’, teR.

Ubung 2.11 Zeigen Sie, dassif gegebene Kimmungs : [0, L) — R alle zugekrigen
ebenen Kurven durch

a(s) = </OS cos 0(t) dt + a, /OS sin 0(t) dt + b)T

gegeben sind mit
0(s) := / k(t)dt + ¢
0

und dass die Kurve bestimmt ist bis auf eine Translation dkos(a, b) " und eine Drehung
des Winkels.

Ubung 2.12 Seia, fir s € R die Kurvenschar,(t) = (3cos t + s cos3t,3sin t +

s sin 3t)T.
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1. Skizzieren Sie die Kurver undas.
2. Fur welches ist die Kurvea, regular parametrisiert?
3. Berechnen Sie die Kmmung der regélren o.

Ubung 2.13 Es seia : I — R? eine geschlossene konvexe ebene Kurve, die positiv ori-
entiert ist. Die Kurve3(s) = a(s) — rn(s), wobeir eine positive Konstante und der
Normalenvektor ist, heil3t einearallelkurve zua. Zeigen Sie:

1. L(B) = L(«) + 27r;
2. A(B) = A(a) + 1l + 7r?;
3. K3(s) = Ka(s)/(1+ 1Ra(s)).

Dabei bezeichnek(-) bzw. A(-) die LAnge der entsprechenden Kurve bzw. den von ihr
eingeschlossenend&gheninhalt und:, bzw.xz die jeweilige Kiimmung der Kurve.

Ubung 2.14 Zeigen Sie, dass eine einfach geschlossene glatte Kurvé — R? zu jedem
Einheitsvekton, € R?, |vg| = 1 mindestens eigy, € I mitn(sy) = vy besitzt.

Beweisen Sie, da#ifden Fall einer strikt konvexer Kurve nur ein eindeutigtirestes
so € I mitn(sy) = v, existiert.

Ubung 2.15 Es seia : I — R?, I = [a,b) C R, die glatte Kurver,y € C*(I), mit dem
SpurC' und G sei das vorC' = JG berandete Innengebiet(() sei die innere Einheitsnor-
male an¢ € JG.

Beweise die folgende Forméirfder FlacheninhaltAd(G) des Innengebiets:
b
A(G) :/ a(t) -n(t)dt. (2.66)

Hinweis: Wende Gaul3schen Formel (2.60) an.

Ubung 2.16 Eine einfach geschlossene glatte konvexe Karvel — R? mit r(s) # 0
Vs € I heil3tEilinie.

1. Es seb(s) € [0, 2x] der Winkel zwischen dem Normalenvektor unddeRichtung.
Ist es ndglich die Kurve als Funktion dieses Winkels umzuparasieten?

2. Eine Eilinie hat konstante Breite falls fur die Stitzfunktiom.(6) := —a(0) - n(0) gilt
h(0) +h(0 +7)=b=const fir 6c[0,n).

Zeigen Sie: Eine Eilinie konstanter Breitdat den Umfangrb.

Hinweis: Stellen Siex(#) als Funktion vor undn dar.
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Ubung 2.17 Sei0A = 2a der Durchmesser eines Kreisé$ und 0Y bzw. AV seien die
Tangenten arb! in 0 bzw. A. Eine Halbgerade von 0 aus treffe den Kreiss! in C' und
die GeradeAV in B. Auf 0B betrachten wir den Abschnity = C'B. Wenn wirr um 0
rotieren, beschreibt der Punkteine Kurve, genannt Kissoide des Diocles. Nehmer $ie
als z-Achse undY” als y-Achse.

1. Zeichnen Sie ein Bild und beweisen Sie, dass die Spur von

2at*  2at?
oz(t):(at o ) tER,

141271+ ¢2

die Kissoide des Diocles ist.
2. Zeigen Sie, dass der Ursprufig 0) ein singuérer Punkt der Kissoide ist.

3. Beit — oo approximierta(t) die Gerader = 2a und o/(t) — (0,2a). Deshalb
approximieren die Kurve und ihre Tangente die Gerade- 2a beit — oo; wir
nennen: = 2a eine Asymptote an die Kissoide.

Ubung 2.18 Betrachten Sie die Abbildung

(t,0,e YY), t>0
alt) =14 (t,e¥?0), t<0
(0,0,0), t=0.

1. Beweisen Sie, dasseine differenzierbare Kurve ist, und zwarc C*(R).

2. Beweisen Sie, dassregular ist fur alle t und dass die Kiimmung vorn nur im
Nullpunkt verschwindet, alse(t) # 0 fur ¢ # 0 undx(0) = 0.

3. Zeigen Sie, dass der Grenzwert der Schmiegebeneén-bdi, t > 0 die Ebenegy = 0
ist, aber der Grenzwert der Schmiegebenentbei0, t < 0 die Ebene: = 0 ist.

4. Was bedeutet daarfdie Torsion?

Ubung 2.19 Es seia : [a,b) — R? eine reguéire Kurve. Es gebe eify mita < t, < b so,
dass der Abstangh(t)| vom Ursprung zur Spur von ein Maximum bet, hat. Beweisen
Sie, dassifr die Krummungs, vona beit, gilt: |k.(to)] > 1/|a(to)].

Ubung 2.20 Gibt es eine einfache geschlossene Kurve in der Ebene reit kdmge von 6
Metern, die einen REcheninhalt von 3 Quadratmetern umschliel3t?

Ubung 2.21 Es seia : I — R? eine glatte, geschlossene Kurve mitnge L,, und Rotati-
onsindex! (). Fr die Krimmung gelt¢r,(t)| < c. Beweisen Sie:

27l (o)

Lo >
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Ubung 2.22 Es seia : [a,b) — R? eine regufire einfach geschlossene konvexer Kurve und
T.,(«) sei die Tangente za im Punktw € Spura. Zeigen Sie:
1. Wenn eine Gerade, in zwei Punktem, w € Spura tangential any anliegt undv # w
ist, dann tangiert die Gerade die Kurve im ganzen Interfallv] C T,,(a)NSpura.

2. Wenn eine Gerade,, die Kurvea im einem Punkit € Spura schneidet, dann existiert
nur noch ein weiterer Schnittpunkt € 7, («)NSpura.



3. FLACHENTHEORIE 65

3 FLACHENTHEORIE

3.1 PRAMETRISIERTE FLACHEN

Definition 3.1 Eine Abbildung
X =(X, X, X35)" : Q= R3 (3.1)

eines offenen Gebiefs C R? auf den RauniR?® nennt marparametrisiertes Flachenstiick
wenn gilt:

i. Die skalaren Funktionerk;, X, und X3 (die Komponenten voX) sind stetig diffe-
renzierbarX; € C'(Q),j =1,2,3.

ii. X istein Hondmorphismus, das heiRktbesitzt eine stetige Inversé! : Spur X —
Q, die die EinschankungX —! = F\Spurx einer stetigen Abbildung : W — R? auf
Spur X C W ist.

iii. Furalle (u,v) € Q2 hat die lineare Abbildung (die Jakobi Matrix)

Xl,u Xl,v
DX(u,v) = J(u,v) = X2,u X2,v : R* - R (32)
X3,u X3,u

maximalen Rang (Rang 2) und ist deshalb injektiv.

Definition 3.2 Der Untervektorraum
DX(%U) (Rz) =: T(u,U)X c R? (33)

heil3t dieTangentialebeng(oder dieTangentialraum) von X im Punkt(u, v). Die Elemente
vonT{, ., X heillenTangentialvektorean X im Punkt(u, v).

Ist (3.1) eine Flache unfle;, e}, e = (1,0)7, e; = (0,1) " die kanonische Basis des
R?, so sinde; und e, tangential an die “Koordinatenkurveri, vy) und (ug, v) im Punkt
(ug,vo) € 2. Das Bild der “Koordinatenkurven” wird auf die KurveX(u, vq) C Spur X
und X (ug,v) C Spur X abgebildet und deren Tangentvektoren im PuiKt.y, vy) €
Spur X sind X, (u, vg), X, (ug, v). Nach Definition des Differentials gilt

DXwwer = Xu,  DXwyes = X,

Da die Jakobi Matrix/, ., maximalen Rang 2 hat (vgl. (3.2)), sind die Tangentvektoren
X,, X, linear unabhangig. Dde;, e, } Basisvektoren deR? sind (siehe§ 1.5), die durch
DX .. auf {X,,X,} abgebildet werden, is{X,, X,} eine Basis des Tangentialraums
T X. IstalsoV € Ty, . X ein Tangentialvektor aX’ in (u, v), so gibt es Zerlegungsko-
effizientena, 8 € R mit

V — O[DX(U7’!))€1 -+ /GDX(’U,,U)€2 = O[Xu + /GXU .
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Lemma 3.3 Der Tangentialraun?y,, ) X wird von den linear unabdingigen Tangentialvek-
toren X, und X, aufgespannt:

T X = {oqu + 08X, a,p€ R} ) ]

Beispiel 3.4 X : R? —» R*mit X (u,v) = A+uB+vC, A, B,C € R3istgenau dann eine
Flache, wenmD X = (B, (') Rang 2 hat, also wenB undC' linear unablangig sind.

Die Tangentialebené|, ., X = T'X ist die von den Vektorers und C' aufgespannte
EbeneSpur X = X (R?) ist die affine Ebenel + T'X.

Graphenflachg (u, v) = sin u cos v

Fig. 3.2

Beispiel 3.5Es seif : (2 — R differenzierbar. Die Abbildung
Xf(u,’l}) = (u,v,f(u,v))T (34)

heiBtGraphenabbildung. X = X istimmer eine Fhche, derGraph von f, da das Diffe-
rential

1 0 1 0
X,=1 0 | =(1,0,f)", Xo=1 1 |=(0,1,f)", DX=10 1
fu fo fu fo

bzgl. der kanonischen Basen viih undR* maximalen Rang 2 besitzt.

Die Tangentialebene ist
T X = {AXy + Xy : A p € R} = {(\, i, Mfu+pfo)" © A peR}.

Beispiel 3.6 0 = D? = {(u,v)" € R* : v +v* < 1}, f : D* = R, f(u,v) =
V1 —u? — o2 DannistSpur X die obere Hemispire der Einheitsspdre

S?={zeR’: |z|=1} (3.5)
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und

Insbesondere gilt
TooX = {\ w07 : A, peR} =R*x {0} CR’.

Definition 3.7 Ein Vektorfeld ist eine differenzierbare Abbildung

V:Q—->R3.
V(u,v) Das Vektorfeld/ heiRttangential langs ei-
ner FlacheX :Q — R3, falls gilt
VY(UJ,) € T(uﬂ,)X fur alle (u,v) e
Das VektorfeldV heif3t normal langs die
FlacheX, falls gilt
‘/Y(um) 1 T(UW)X fur alle (u, 'U) € Q;
Fig. 3.3 0

Viuw)y - W =0 fur alle W e TunX.

Vorstellung: jedemz(u,v) € Spur X wird ein VektorV (u, v) zugeordnet.

Beispiel 3.8 X,,, X, : Q© — R? sind tangentiale VektorfeldeahgsX,

Now = Xy x X, : Q — R3 ist ein normales Vektorfeldihgs X, weil .4, zu den
Basivektoren des Tangentialraumes,, X,) orthogonal steht (siehe Eigenschaft V.4 des
Vektorprodukts irf1.46) und deshalb néirlich auch zu allen Tangentialvektoren deé€he
Spur X im PunktX (u, v).

Die gerade erwahnten Vektoren sind sehr wichtig und wirdeerauf dieses Thema in
Definition 3.10 zuruickgreifen.

Satz 3.9Es seil’ : 2 — R3 ein Vektorfeldéngs der FacheX : Q — R3.
Dann gibt es differenzierbare Funktionens : 2 — R mit

V(u,v) = alu,v) X, (u,v) + 5(u, v) X, (u,v) . (3.6)
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Sind umgekehrty, 5 : 2 — R differenzierbar, so wird durcl{3.6) ein tangentiales
Vektorfeld &ngs X definiert.

Beweis:FallsV : Q — R3 ein tangentiales Vektorfeld lang§ ist, so kannl/(u, v) in der
Form (3.6) dargestellt werden. Mit anderen Worten: man Katm v) bezuglich der Basis
X., X, des zweidimensionalen Tangentialrauriigs,) X zerlegen (siehe Lemma 3.3).

Nun sei V gegeben in der Form (3.6). Dann folgt
aX, Xy +06X,- Xy, = V-X,,
aX, X, +p8X,- X, = V-X,,

also mit
& = E(u,v) = |X,|?, F = F(u,v) =X, - X,, G =94 (u,v) = |X,|* (3.7)
bekommen wir
s alB-v] @9
Aus Lemma 1.27.ii, mit der speziellen Wahk= =z = X,,, v = y = X, folgt
EYG — F? = | X PIX? — (X X,)? = [ Xy x X,[2 >0 (3.9)

da|X, x X,| = 0 genau dann, wenx,, X, linear abhangig sind (vgl. V.2 if 0.6). Aber

wir schliel3en lineare Abhangigkeit aus, daeine Flache ist (vgl. Definition 3.1). Es folgt
& 7

Gx = [gir]yp = { F & } ’

(3.10)
‘ _ _ g2
ullr}lefQ det Gx(u,v) = ulglgfg (& (u, )9 (u,v) — F*u,v)] > 0.
Aus (3.8) folgt
ol o (v-x,] 1 g -7V X,
[5} = Ox {v.xv } =77 [ —7 ¢ | |v.x, | G

a, B : 2 — R sind differenzierbare Funktionen, defqy, X, sind differenzierbar.

Dass durch die Darstellung (3.6) mit differenzierbare : 2 — R ein tangentiales
Vektorfeld langsX definiert wird, ist offensichtlich, deni,, und_ X, sind schon tangentiale
Vektorfelder. Damit ist auch die letzte Aussage gezeigt. [ |

Definition 3.10 X : Q — RR? sei eine regudre Flache. Die Abbildungv : Q — S? auf die
Einheitssphre S? (Einheits-Normalen-Feld) ist definiert durch
N, v) = Xy (u,v) x Xy(u,v) |
| X (u,v) x Xy(u,v)|
heilRtGauld’'scheAbbildung.

Das Tripel an Vektofelder{lXu, Xy, N} langs der FacheSpur X heil3t dasGauld’'sche
(begleitende) Dreibeinan die FEche.

(u,v)" €Q, (3.12)
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N

N
Das Gaul3'sche Dreibein (orientiert positiv!)
Fig. 3.4

Bemerkung 3.11 Die VektorfelderX, und X, sind linear unab&ngig und das Vektorfeld
N, ., steht senkrecht zu den beiden andet®p: N, , = X, - N = 0 (vgl Beispiel 3.8).

AuBerdem{ X,, X,, N'} bildet ein positiv orientierte Basis, da

det [ Xy, X,, X, x X,]
| X, x X, |

det [X,, X,, N] = =X, x X,| >0

(vgl. Lemma 1.27.i un¢B.9)).

Definition 3.12 Es seiX : Q — R? eine Fhche. EineUmparametrisierung von X ist
gegeben durch einen Diffeomorphismus ©Q — Q, wobeiQ2 C R? ein offenes Gebiet ist.
Man nennt

)Z'::Xocpzfl—)]Rg (3.13)
die umparametrisierte Flache Offenbar giItSpur)Z’ = Spur X.
Istdet Dy > 0 auf(, so heil3tp orientierungstreu.

Bemerkung 3.13 Die Eigenschaft einer Biche, Umparametrisierung einer anderendéhe

zu sein“ definiert auf der Klasse der &then elneAquaIenzreIatlonX X < Xist
eine Umparametrisierung von X. JeAquivalenzklasse entspricht einer unparametrisierten
FlacheSpur X.

Es ist offensichtlich, dass nawei unterschiedliche Orientierungeneiner Flache exis-
tieren und eine Parametertransformation, die nicht driemjsuntreu ist, verwandelt eine
Orientierung in die andere.

Wir werden folgende Notation zur Beschreibung der Orientig der Parametertrans-
formation verwendenxign ¢ = sign det Dp(u,v) = 1,
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Lemma 3.14 Seiyp : Q — Qeine Parametertransformation (orientierungstrépn ¢ =
+1 oder orientierungsuntresign o = —1) und bezeichn& := X o ¢ die transformierte
Flache. Die Parametertransformatioaf3t die Gauld'sche Abbildung bis auf das Vorzeichen

unve&ndert: N (u, v) = sign o N (p(u, v)).

Insbesondere ist die GauR’sche Abbildung invariatt, v) = N (¢(u, v)) unter orien-

tierungstreuem Parameterwechsgn o = +1.

Beweis Da DX (u,v) = (DX)((u,v)) Dip(u,v), von (1.48) und (3.12) folgt
~ X, x X, det Dep(u, v) (X, x X,) (¢(u,v))

Nt = RR] T et Do o) (7K % X]) (9(0,0)

(Xu X XU) (ap(u, v))
‘Xu X XU‘) (¢(u,v)

= signgo( ) = signp N (¢(u,v)) .
Beispiel 3.15Fur die Graphenabbildung
Xp(u,v) == (u, v, f(u,v))" f:Q—=R, X; QR
(vgl. Beispiel 3.5) erhalten wir
Xo=(1,0,£)",  Xo=(01£)",  XuxX,=(=fu—fn1)
(vgl. (1.44) und

X, x X,| = /14 |V f]?, N(u,v):;}?<_vf71)T

1+ |V f

wobei .
\% f(uv U) = (fu(uv U), fv(uv U))
den Gradienten vori bezeichnet (vg(1.53)).

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Beispiel 3.16 Es seiC eine reguéire ebene Kurve und

s

Y

L eine Gerade, di€' nicht trifft (vgl. Fig. 3.5). Eine
Drehung vorC' um die Achsé liefert eine Rotations-
flache. Ohne Einsclinkung seil die z-Achse in der

-

--------- (x,0, z)-Ebene, und”' liege rechts von dee-Achse.
Sy Esseiy(t) = (f(t),g(t))",a <t <b, f(t) >0, eine
----- e, regulare Parametrisierung vod'. Definiere:

BREttE EEEE T X (0727T) X (a7 b) - Rg’

(3.17)

,,/’\' X (u,v) := (f(v)cos u, f(v)sin u, g(v))" .
Dann ist

Rotationsflache X, = (—f(v)sin u, f(v)cos u,0)"

(3.18)
Fig. 3.5 X, = (f'(v) cos u, f'(v)sin u, ¢'(v))" .
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Aus|X, x X,|* = &9 — .72 = f?|7/|* > 0folgt, dass durclpur X tatsachlich eine Fache
definiert wird. Rir die Gaul3-Abbildung ergibt sich

N = (g'(v) cos u, g'(v) sin u, —f'(v)) " _ (3.19)

VPP + @)

3.2 ERSTEFUNDAMENTALFORM

Lemma 3.17 Die Abbildung
jGX : T(uﬂ)) — Réx y jGX (U) = U, (320)
U=o0X,+ X, € T(UW)X, U = (Oél, Oég)T € R2 ,
(siehe(3.10)fur Gx) bildet in den Euklidischen Rauf®?,  ab. Statten wir diesen mit der
Metrik
2
UV)=(U Vg, =GxU-V=> g, UVEeER (3.21)
j.k=1

aus, dann ist?; eine Isometrie zwischén,, . undRéX:
|IexUllg, = UG = (U, 0, = (U, U) = |U|. (3.22)

Die bilineare Form
I(U,v)(U>V) = (U, V) ::U‘V:GXU‘V, U, V€T (3.23)

ist simmetrish und positiv definit.

Beweis:Dal|| - ||, tatsachlich eine Norm darstellt, uberpriifen wir, dgg$z, = 0 impli-
ziertU = 0. Inder Tatfolgtaus = ||U||%, = (U, U) = ||U|* U = aX,+ (X, = 0, wobei
(a, p)T = U € R . Da die BasisvektoreX,, X, linear unabhangig sind, folgt = 5 = 0
und schlieRlich/ = («, )" = 0.

Beide anderen Grundeigenschaften der Norm sind trividhwadsbar.

Dass die Bilinearform/(, . in (3.23) symmetrisch isf(,.,)(U,V) = I (V,U) ist
offensichtlich und dd, ., (U, V') positiv definit ist/(,, ., (U,U) = 0 = U = 0, folgt ummit-
telbar aus (3.21) und (3.22). [

Definition 3.18 Es seiX : () — R3 eine Fhche.
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i. FUr (u,v) € Q induziert die Inklusiori{, ,,X — R® durch das Euklidische Ska-
larprodukt auf denR® eine Bilinearform auf der Tangentialebetig, ,) X, die Erste
Fundamentalform [, . in (3.23)

Auf3er der Schreibweisk, .y sind auch/, g, g(u, v) gebrauchlich.

ii. Die durch die lineare Abbildund X, ,, : R?* — R? durch das Skalarprodukt ift*
induzierte symmetrische Bilinearform aR,

T (U,V) := DX (u0) () - DX (40 (V) (3.24)
heilRtebenfalls Erste Fundamentalform
Bemerkung 3.19 Die lineare AbbildungD X, . : R? — Tiu,»X ist bijektiv und eine

Isometrie bzgl. der Ersten Fundamentalform, Also ist keingerscheidung notwendig, wenn
R? undT, X mittelsD X, ., identifiziert werden:

U,V e R?, UV €TunX, U=DX4unU), V=DXu,V)
dann (3.25)

L) (U, V) = DX (40)(U) - DXy (V) = U -V = I,y (U, V).

Lemma 3.20 Die Fundamentalmatrixzx = [gjkhw der Ersten Fundamentalform bzgl.

der kanonischen Basi@Xu, XU} vonT{, X (vgl. Lemma 1.25) ist gegeben durch die Glei-
chungen(3.10)und(3.7) (Klassische Notation, eing#frt von Gaul3):

gllqu'Xu:éaa 9122921:XU'X1):§7 g?ZZXU'Xv:g' (326)

Gx = [gjt],,, istauch die Fundamentalmatrix der Ersten Fundamentalférp, auf
R? bzgl. der kanonische Bas{g;, e»} desR? (vgl. (1.27) (1.29).

Beweis Die Identifizierungl{, ., X = R? gelingt durch Abbildung (3.20), denn sie transfor-
miert die Erste Fundamentalform in folgende bilineare Form

(U, V) = U-V= (a1 Xy +xX,) (61X, + 5:X,)
= Sarf+ F(anfs+ ) + Gy = GxU -V,
UV eTluy, U=aX,+aX,, V=75X,+/05X,,
UVeER?, U=(a,), V=(053,0)"

(vgl. (3.7)-(3.10) und (3.26)). n
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Korollar 3.21 (i) Die Erste Fundamentalfornd, . einer FlacheX : Q — R3 X €
C?(92), ist symmetrish und positiv definit.

(ii) Die Abbildung(u,v) — I, ist differenzierbar auf?, d.h. die Koeffizienten;;, :
) — R der Fundamentalmatrix sind differenzierbare Funktionen.

Beweis Zu (i): siehe Lemma 3.17.
Zu (ii): Folgt aus der Koeffizientendarstellung (3.26). [ |

Bemerkung 3.22 Offenbar ist die Differenzierbarkeit der Ersten Fundanadfiorm auf F&-
cheX : Q — R3, X € C?(0), aquivalent dazu, das#if beliebige tangentiale Vektorfelder
UV : Q— R?langsX die Abbildung

Q3 (u,v) = Ly (U, 0), V(u,v)) = aaé + (ab + ab).Z + bb¥

differenzierbar ist, wobdl/ = a X, + bX,, V = aX, +5XU (vgl. Satz 3.9).

Satz 3.23 (Invarianz) Es seiX : 2 — R? eine Fhche.
i. Ist B : R3 — R3 eine Bewegung, so ist au¢h:= B o X eine Fche und es gilt:

(U, V) =T(DB(U),DB(V))  fur UV € TpunX. (3.27)

ii. Isty : Q — Q eine Parametertransformation und = X o ¢, so gilt

Tuw) (U, V) = Ly (U, V) fUr U,V € T X = Tppuny X , (3.28)
sowie
T(Uﬂ)) (U,V) = Lp(u,v) (D(p(u,v) (U), Dgp(um) (V)) far U,V € R2 . (329)

Beweis:Zu (i): Falls B(X) = R(X) + T (Rotationk € O(3) und TranslatiorY"), dann ist
die Ableitung gegeben durdiB = R, R" = R~L. Im Punkt(u, v) €  folgt:

I(DB(U),DB(V)) =I(RU,RV)=RU-RV =R'RU -V =U-V =I(U,V)

fur alle UV e T(UW)X.
Zu (ii): Fur U,V € R? gilt

Tuny(U,V) = Tww(U, V) = DX(40)(U) - DX 40)(V)
= [DX o) - Dp(u, )] (T) - [DX iy - Dip(u, )] (V)

= Igo(u,v) (DQO(u,v) (U), D(p(u,v) (V)) = Lp(u,v)(Uu V) ;

wobeilU = Dy (U) undV = D, (V).
Die Erste Behauptung ist klar, d@ur X =Spur X. n
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Korollar 3.24 Isty : Q — Q eine Parametertransformation mit
p(@, W) = (u' (@, 7), (@, 7))

so gilt fur die Fundamentalmatrize@y = i3] 5. vonX = X oo undGy = 93] 5.0
vonX

Gx = (Dy)' Gx Dg. (3.30)

oder, in Details:
out ou™ out ou™
(@ Z 57 g e (9 Z 57 g 9em (1) (3.31)

Beweis:Mit U,V € R? (vgl. (3.29)) folgt (vgl. (3.30)):

I(U,V)=Gx DpU-DpV = (Dap)TGXDapU-V: GxU-V.

Beispiel 3.25Fur die Graphenabbildungy; : Q — R? X;(u,v) := (u,v, f(u,v))"
mit f/ : Q — R differenzierbar (vgl. Beispiel 3.5 und Beispiel 3.15) dtba wir fur die
Koeffizienten die folgenden Ausidke:

_ 7 — _ R P

Beispiel 3.26 Fur die RotationsicheX (u, v) = (f(v) cos u, f(v)sin u, g(v))" mit f(v) >
0 (vgl Beispiel(3.16) berechnen wir unkompliziert:

2 0
E=f* F=0, 9=+, G:{f , , }, 3.33
f (f) (9" X 0 (f)2+(g)2 ( )
Insbesondere gelteiifden ZylinderX (u, v) = (cos u,sin u,v)' die Formeln:

E=1, F=0, G=1 GX:HHZE. (3.34)

Beispiel 3.27 Das Helikoid H? wird erzeugt von Geraden die parallel zuy-Ebene durch
jeden Punkt der Helix (siehe Beispiel 1.14) und gi&chse gezogen sind. Wenn der Helix
mit dem Funktiomv(u) = (cos u,sin u,au)' dargestellt ist (siehe Beispiel 1.14), werde
der Helikoid ¢ mit dem folgendem Funktion dargestellt (siehe auch BdiSgispiel 3.78

spater):

Hu,v) = (v cos u,v sin u,au)’ | ue0,2r), —oo<v<oo.
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Nach kurzer Rechnung erhalten wir:

X, = (—vsinu,v cos u,c)", X, = (cos u,sin u,0)",
= oo ¢ sin u, ¢ cos u, —v) (3.35)
2 .2
& =c+0v?, F =0, g =1, GHd:{Cj(;U ?}

3.3 ZWEITE FUNDAMENTALFORM

Satz 3.28 Fur eine FicheX : © — R? und die assoziierte GauR-Abbildung : 0 — S?
(vgl. (3.12)sind die Ableitunge®v, und N, tangentiale Vektorfelder:

Ny Ny € Ty X und DNy, ) (R?) C T X (3.36)

Beweis:Das Differential DN(,,,, : R? — R? ist eine lineare Abbildung und es gilt
DN, (R?) = span{ DN, )(€1), DNy (€2) } = span{N,, N,} .
Andererseits d& - N = |N|? = 1, liefern die Ableitungen:

N-N,=N-N,=0. (3.37)

Also stehtN (u, v) senkrecht zu Vektore,, N, und damit aufD N (u, v)(R?); ande-
rerseits ist laut Definition

N = span { Xy, Xy} = Ty X

und dahewV,, N, € T(y,)X. n
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Satz 3.29 Die Abbildung
R*xR*3 (U,V) = —=DNg» (U) - DX(0)(V) €R (3.38)

ist wohldefiniert, weillD N, ) (U), DX (y,,)(V') € Tu) X, und induziert eine symmetrische
Bilinearform aufR?.

Beweis: Offenbar ist die Abbildung bilinear, dBN(, ., und DX, .y linear sind. Differen-
tiation der Verknupfunge®V - X, = 0undN - X, = 0 liefert

Ny Xy=-N-Xp=-N-Xpu=N, X,. (3.39)
Da
DNy = [Ny No] s DXy = [Xu Xo], U= (U, Un)", V= (V,V5)T
wir bekommen
~DNwuwy(U) - DX@wu)(V) = =Ny X )UiVi = (Ny - Xy )UL V3
— (Ny - Xo)UaVi — (N, - X, )Ua Vo
= —(Ny- X, )UiVi — (N, - X, )Up Va
= (Nu- X,)UaVi — (N, - X)) Ua Vs
= —DX(@uw(U) - DNy (V),
also die behauptete Symmetrie. [ |
Definition 3.30 Die symmetrische Bilinearform
UV eR?: TI(U,V) = II,)(U,V):= DNy (U) - DX (V) (3.40)

(vgl. (3.37) heil3t diezweite Fundamentalform von X im Punkt(u, v) € .

Da X eine regulare Flache ist, ist die lineare Abbildung
DX(%U) : R2 — T(UW)X, (341)

zwischen zwei zweidimensionalen Vektorraumen bijekbeshalb konnen wir die Zweite
Fundamentalform auR? identifizieren mit der durctD X, ,, auf T}, ,, X induzierten bili-
nearen Form:

(u,v

IEX5(UV) = = |[DNuwDX U -V

(u,v

— R? -1 —1
- 1E, (DX(M)U, DX )v), UV e TunX. (3.42)
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Definition 3.31 Die Abbildung

Stuw) = —DN(H,U)DX(;}U)

heil3t Weingarten-Abbildung. Mit ihr 18Rt sich die Zweite Fundamentalfor{®.42) auf
T(u,0)X schreiben als

C T X — Tun X (3.43)

[I(u,v)(U, V) = S(uﬂ,)U . V, U, Ve T(um)X. (344)

Satz 3.32Die FundamentalmatriBx = [bjk]ZXz der zweiten Fundamentalform bzgl. der
kanonischen Basi%Xu,XU} vonT{, X (vgl. Lemma 1.27) ist durch die folgenden Glei-

chungen gegebe)
by =-Ny Xy =N Xpu=2,
bp=—N, - Xy=N-X,y=—N, - X, =by = .M, (3.45)
byo =—N, - X, =N -X,, =4

Damit kann man die Zweite Fundamentalform @uf,) X schreiben als

(U, V)=BxU-V, Bx = [ £ ‘///} ,

= (3.46)

wobei B -
U= (a,ay)" € R?, V= (0,3)" €R?

fallsU = oy N,, + auN,, € T(uﬂ,)X, V=0X,4+ (X, € T(uﬂ,)X.

Beweis Mit Hilfe von (3.39) und der Differentiation der Verkniyfgen/N - X, = 0 und
N - X, = 0 erhalten wir:

Ny Xo=-N-Xp, Ny-X,=-N-X,.. (3.47)

Mit (3.39) und (3.47) beweisen wir die Behauptung analogimi@eweis zu Lemma 3.20.
[

Bemerkung 3.33 Merke, dass die VektoreN,, und N, linear abhangig sein knnen - im
Gegensatz zlX,, und X, (sie sogar verschwindeny, = N, = 0 in einem Punkt oder in
einem Gebiet).

Aber falls N, und N, linear unabtangig sind, Bnnen wir den Euklidischen RaLJR%X
mit der Metrik

2
(U,V)BX = BXU . V = Z bjk()éjﬁk, U,V € R2 (348)

jk=1

(2)Klassische, von GauReingefiihrte Notation.
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ausgestatten, wobéi = (s, OZQ)T, V= (61,52)T. Dann ist die Abbildung
Ip

< Tluw) = RE, Ip (U) =T, (3.49)
U= alXu + a2Xv c T(u,v)Xu U = (Oél, a?)—r € RZ )
eine Isometrie zwischen den beiden zweidimensioréle@rl, ) undR% :

Bemerkung 3.34 Allgemein gilt: eine beliebige Matrix? = [hjk}zxz, die positiv definit
ist
(U, U)>0 fur 0+#U € R?,

definiert dieRiemann’sche Metrik
(U, V) =0V, (3.51)
die durch die Abbildung
Iy T — Ry, In(U)=U, (3.52)
U= X, + X, €TyunX, U= (aj,ay)" € R?,

isometrisch auf den Tangentialraufy, ) Ubertragbar ist (vgl. Lemma 3.17 und Bemerkung
3.33):

U]l = (U, V) = (U,U) = U] (3.53)
Bemerkung 3.35 Falls die VektorenV,, N, linear unablangig sind (vgl. Bemerkung 3.33),
besitzt der Tangentialrauffi,, ,, X zwei ausgezeichnete Systeme von Basisvektoren:
Tl X = span {Xu, XU} = span{Nu, Nv} ) (3.54)

Unter diesen Voraussetzungen ist die Weingarten Abbild8mtg) nichts anderes als die
Matrix des Basiswechsels. Zusammen mit den IsomeBi@0) und (3.49) bildet sie das
folgendekommutative Diagramm

S u,v
T X = span{Xu,Xv} ey T X = span{Nu, Nv}
Tl | Ip, (3.55)
S
R . X, R%,

wobeiGx und By die Matrizen der ersten und zweiten Fundamentalform sigt (8.10)
und(3.46). Die Abbildung

Sx = Sx(u,v) := JBXS(U,U)J(;; : ]R2GX — ]R2BX (3.56)

heil3t dieWeingarten Matrix und in§ 3.6 wird die Weingarten Matrix weiter untersucht.
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Satz 3.36 (Invarianz) Die Zweite Funamentalform 11(U,V) ist invariant unter eiglichen
Bewegungen und orientierungserhaltenden Parameterfibamationen (im Sinne von Satz
3.23). [

Beweis:Zunachst seB eine eigentliche Bewegung d&$. Dann ist mitX auchX := BoX
eine Flache, und es gilt

X, =DB(X,) = RX,, X,=DB(X,)=RX,, N=DB(N)=RN.
wobeiR"T = R7!, det R = 1. Dann:
¥ =-N, X,=-RN, RX,=R' RN, X, =N, X, =%
und analog/Z/v: M, N = _¥.Dann mit (3.46) folgt

[T (U V) =11, (U, V) fur UV € TunX.

Nun seiy : Q — Q eine orientierungserhaltende | ParametertransformafianX :=
X o pistdannN = N o ¢ und, nach Lemma 3.14, gil¥(z: 72y = N, z2)- Nun erhalten

wir far U,V € T~17u2)X T a2y X

-1

@@ (U,V) = ~DNaw [DX@m| U-V
= DN, Do, 12) [DX ya1 o) D0, 02)] " U -V
= DNy [DX )] UV = o (U,V).
Entsprechend ergibt sich for, V € R?
(U, V) = —DNgiay(U)U - DX i)V
= —DNya a2 Do(u', @)U - DXy 2y Do(a', a*)V
= gz (De(@', @)U, Do(a', @*)V) = I z2)(Uo, Vo),
wobeiU := Dy(u',u*)U € R*undV, := Dp(a*, u?)V € R2 n

Bemerkung 3.37 Im Gegensatz zur Ersten Fundamentalfof(@, V') wirkt sich bei der
Zweiten Fundamentalforth/ (U, V') die Orientierung auf das Vorzeichen aus, weil sie auf
N und damit aufD N wirkt!

Beispiel 3.38 Eine Splire mit Radiusk? > 0

S% = {(z,y, )T ER? 2?4422 = R2} (3.57)
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hat die folgende Parametrisierung
XB(u,v) = R(cos u sin v, sin u sin v, cos ’U)T , uwe0,2m), wve(0,m). (3.58)

Man nennt die Koeffizientespharische Koordinaten.
o Beachten Sie, dass weder der Nord®l0, 1) ", noch
der Sidpol (0,0, —1)" als Bildpunkte der Parametri-
sierung auftauchen. Es folgt

Xf = R( — sin u sin v, cos u sin U,O)T,
U Xf = R(Cosucos v, 8in u cos v, — sin U)T,
also
T & =|XE?? = R*sin’v, (3.59)
Fig. 3.7 F=XE.XE=0, 9=|XE?=nR?
NE(u,v) = % = —(cos u sin v, sin u sin v, cos v)T = —%X(u,v).

Wir schlie3en
[I(U,V) = =DN(U) - DX(V) = %DX(U) . DX(V) = %I(U, V).

1
Also TI(U,V) = EU -V, UV eTunX.
Beispiel 3.39 Der Torus
Y(u,v) = ((R + r sin v) Ccos u, (R + r sin v) sin u, r cos ’U)T (3.60)
(vgl. Fig. 3.8 und aucly 1.4, Beispiel 3, Fig. 1.20) mit
|OA| =R, |AB|=r, 0<r<R,
(u,v)" € Q=[0,27) x [0,27)
Rechnung:
Y, = (R + 7 sin v)(—sin u,cos u,0) ",
Y, = r(cos U COS v, Sin u cos v, — sin ’U)T,
=Y, =(R+rsnv)?, F=Y,Y,=0 G=|V]=r (3.61)
N(u,v) = —(cos u sin v, sin u sin v, cos U)T.
N, = —( — sin u sin v, cos u sin v,O)T.

. . T
N, = —(cos u Cos v, sin u cos v, — sin v) .
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EsistalsoN = —X*(u,v), wobeiX!(u,v) eine
Parametrisierung der EinheitsspreS? c R? ist
(vgl. (3.58). Es folgt

z
Il = —-DN-DY = DX'. DY auf R?
\/b{ und fur die Koeffizienten ergibt sich
o (0
e A

> bjy =% =—-N,-Y, =sin v(R+rsin v),
bigp=4#4=-N,-Y,=—N,-Y, =0, (3.62)
b22:JV:_Nv‘YU:T‘NU‘2:T.

X

Fig. 3.8

Beispiel 3.40 Fur die Graphenabbildung3.14)(vgl. Beispiel 3.15) haben wir die Koeffizi-
enten der erste Fundamentalfouf) %, ¢ (vgl. (3.32) und den Normalenvekta¥ schon
berechnet (vgl(3.16)). Uns fehlen also noch die Koeffizienten der zweite Fundtatierm:

Xow=(0,0,fu)  Xuw=1(0,0,fuo) ", Xuw=(0,0,f0)"

(3.63)
und mit(3.11) (3.57)
fuu fuu
! VEG—F2 1+ 2+ [
qu fuv
bio =M =N - Xy = = , 3.64
. VET—F )1+ 2+ ]2 (3:64
fUU f’l)’U
by = N =N X, = = .
- VEG—F ST+ [2+ ]2
Also
1 1 Juu  fuv ]
HHUV)= ——u D fU -V = U-v, 3.65
V) VEG — 2 d VEG — 72 { fuv  fou (3.65)

UV eR?.

Beispiel 3.41 Rotationsthchen haben wir in Beispiel 3.16 eingefuhrt und die Koefiieie

der erste Fundamentalfordi, .7, ¢ (vgl. (3.33), sowie den Normalenvektor (vgl. (3.19)
berechnet. Aug3.18)folgt

Xuw = —(f(v)cos u, f(v)sin u,0)"
Xuw = (=f'(v)sinu, f'(v)cos u,0)" |
va =

(f"(v) cos u, f"(v)sin u, " (v)) "
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und somit ergibt sichlir die Koeffizienten der zweite Fundamentalform:

b11:$:N-qu:— fg 5

()2 +(9')?
blgzbglzﬂzN'Xm,:O, (366)
by = N = N - Xpy— S99

() + (9

3.4 DIE GEOMETRISCHEBEDEUTUNG DER ERSTENFUNDAMENTALFORM

Man nennt die Erste Fundamentalform einer Flaghauch oft dieMetrische Form, denn
mit ihr ist es moglich die Lange von Kurven und den Fladghbkalt von Flachen zu bestim-
men.

Betrachte eine Kurve atfpur X:
w : [a,b] — 0, —c0<a<b< +oo, w= (w'w?),
yi=Xow : [a,b] = S =Spur X C R3. (3.67)
Die Lange L(~y) der Kurve ~ ist:

to)= [ pofa= [ VEwA®d = [ Jive.w)a @es)
(vgl. (2.5)), wobei gilt
V(1) = Xu(w(®) (1) () + X, (w(t) (07) (1) € Tun X ,

nach Definition der Ersten Fundamentalform.
Der Flacheninhalt A(X) der FlacheX : Q — R3 lasst sich berechnen durch:

A(X) = / | X x X,|dudv. (3.69)
Q

Wegen? = |X, x X,| = \/|Xu|2\Xv\2 — (X, Xv)2 (vgl. Lemma 1.27.iii) kann4(X)
durch die Erste Fundamentalform ausgedriickt werden

A(X):/Q\/detGX(u,v)dudv:/Q\/@@(u,v)%(u,v)—ﬁ%u,v)dudv. (3.70)

Hierbei istG y die Fundamentalmatrix der Ersten Fundamentalform bzglkdeonischen
Basis{ X,, X, } vonT{,.,X (vgl. (3.10)).

Wegen (3.70) nennt man

A(X)f:/Qf(u,v)\/detGX(u,v)dudv (3.71)

auch dadg-lachenfunktional.
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Bemerkung 3.42 Der FlacheninhaltA (X ) ist invariant unter Parametertransformation: Ist
¢ = Q — () eine Parametertransformation und = X o ¢, so gilt A(X) = A(X).

Dies folgt aus Gleichung3.70) denn die Koeffizienten der Ersten Fundamentalform
sind invariant unter Parametertransformation (vgl. Sai233ii).

Beispiel 3.43 Die Matrix der Ersten Fundamentalform der Graphéucfie
Q=R Xp(u,v):= (w0, fu,0)

(vgl. Beispiel 3.5) hat die Gestalt

2
“r= { 1fjf{u 1&@3 } o WP =detGr =1+ |V ], (3.72)

wobeiV f = (fu, fv)T (Gradient). Rar den FEicheninhalt erhalten wir

A(X):/Q\/l%—fuzjtfgdudv:/gvl%—|Vf|2dudv. (3.73)

Beispiel 3.44 Die Erste Fundamentalform des Torus
Y (u,v) = ((R+r sin u) cos v, (R + r sin ) sin v, r cos u)T

(vgl. Beispiel 3.39) besitzt folgende Eiage
: 2
Gy — { (7 + o u) 5 ] . W =\detGy =r(R+rsinu)  (3.74)
(vgl. Beispiel(3.61). Fur den Fcheninhalt erhalten wir also

2m—e  p2m—¢
A(Y) =rlim / (R4 r sin u)dudv =27rR. (3.75)

e—0

3.5 DIE GEOMETRISCHEBEDEUTUNG DER ZWEITENFUNDAMENTALFORM

SeiX : 2 — R3, Q C R? eine regulare Flache. AuRerdemsei [0,g] — Q, ¢ > 0, mit
w0)=w, w(t)=(w't),*1)" (3.76)
eine glatte Kurve irf2, mit Anfangswerto € €. Dann ist

yi=Xow:[0,¢e] - R? (3.77)
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eine glatte Kurve auf der Flachg (auf Spur X) mit Anfangspunkt v(0) = X (w) und
mit Anfangsgeschwindigkeity/(0) = X, (w)(w")'(0) + X, (w)(w?)'(0) € T, X . Im fol-
genden schreiben wir

(ur,u?) fur (u,v).

Gemal der Definition der Ersten Fundamentalform ist dann
[ (0)]* = I(7'(0),7'(0)) -
Zunachst nehmen wir an, dagsach Bogenlange parametrisiert ist, also
y=1(s), 0<s<t, ()| =1
Dann istt(s) := +/(s) der Einheitstangentenvektor arn s, und
K(s) = [t'(s)| = [y"(s)| (3.78)

die Krimmung der Kurve in s.
Fallsx(s) # 0, so lasst sich dedormalenvektor n(s) definieren durch

t'(s) = k(s)n(s). (3.79)

Im folgenden verwenden wir diginstein’sche Summenkonventionin einer Summe
mit zweifach auftauchender Indexbezeichnung lassen var3lanmenzeichen weg. Bei-
spielsweise kirzen wir wie folgt ab:

Z WYk = Wk Vk - (3.80)
Aus
Hs) =7'(s) = (©%)'(5) Xue (w(5))
folgt

" /

t'(s) = 7"(s) = (W) "(8)Xue (W(5)) + (@) () (") () Xuus ((5)) -

Furs = 0 multiplizieren wir skalar mitN = N(w) und verwenden die Gleichungen (3.39)
und (3.47):

N-#(0) = (N Xy (w) (@) (0) () (0)
= (= Nyo - Xyo(w) (@) (0) () (0) = (N ow)(0)(X ow)'(0)
Nach Definition der Weingartenabbildung ist also

N -#(0) = S(w)y'(0) - 7'(0) = IT(+'(0),7'(0))
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bzw.
k(0)N(w) - n(0) = 11(7'(0),7'(0)). (3.81)

Nun betrachten wir die Vektorfelde¥ (s) := N(w(s))  und s(s) := N(s) x t(s)
langsy (vgl. Fig. 3.9).{t(s),s(s), N(s)} ist das be-

N gleitende orthonormale Dreibein langgvgl. Defi-
nition 2.19):

N(s) Ls(s), N(s)Lt(s), t(s)Ls(s) (3.82)

und daherV(s) L T, X = span {t(s),s(s) } denn
t(s) unds(s) sind linear unabhangig urifl, ) X ist
ein zweidimensionaler Raum.

Wegent - ' = 0 gehortt'(s) zu span { N(s),s(s) }
und es gibt eindeutig bestimmte Funktioneyis),
Kn(s) mit

Fig. 3.9 t'(s) = Kgs(s) + kN (s). (3.83)
Wegen der Orthogonalitaten (3.82) gilt hierbei
ky(s) =1t'(s) - s(s) und K, (s) =t'(s) - N(s). (3.84)

Definition 3.45 Man nennt,(s) diegeodatische Krummung unds, (s) die Normalkriim-
mung der Kurvey im Punktes.

Es bezeichné(s) den Winkel zwischem(s) und N(s) (oder, was gleich ist, zwischen
t'(s) und N(s)), also

0(s) :=%(n(s), N(s)) =x(t'(s), N(s)), cos 0(s) =n(s) - N(s). (3.85)
Dann gilt, wegen der Orthogonalitaten (3.82) und wege®3)3.

K= \/K:+KZ,
kg=1t-s§=Kkn-s=rsinb, (3.86)

kn=N-s=kn-N =k cos 6.
Aus (3.81) und der dritten Formel in (3.86) folgt dann

ki (0) = 1,0y (7'(0),7'(0)) - (3.87)

Fur eine regulare, nicht notwendig nach Bogenlangempatasierte Kurvey(t), erhalten wir

aus J
==l =T 0)]"
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(vgl. (2.5) und (3.68)) und der Kettenregel das allgemeltigg Resultat
dy _dyds _dy

== = I .4 ®)] (3.88)

Losen wir Gleichung (3.88) nac? auf und setzen wir in (3.87) ein, dann bekommen wir
das folgende Ergebnis: i
I1(V,V) dry
R (AR
Hierbei sindI(V, V) undI1(V, V') die Werte der Ersten und der Zweiten Fundamentalform
von X im Punktew, k,, die Normalkrimmung im Punki@einer Kurve

y=Xow: [0,¢e] - R?

(3.89)

auf X mit Anfangswerten
7(0)=X(w), A(0)=V.
Aus (3.89) erhalten wir sofort den
Satz 3.46 (Meusnier)lst die FlacheS := X (Q) eingebettet, so besitzen alle Kurven auf

S, die durch einen festen Punktgehen und irp dieselbe Tangente haben, identische Nor-
malkrimmungen.

Betrachten wir insbesondere eingebettete Flackieand V" sei der Geschwindigkeits-
vektor einesNormalschnittsy (d.h. gegeben miépury ¢ S(\span{W,N}, W € T, X,
N = N(w)). Dann sindz(0) und N (w) linear abhangig, alsé(s) = 0 und, wegen (3.86),

kg =0 und kK, = Tk (3.90)
In diesem Fall gilt also
I11(V,V)
-+ 91
K AT (3.91)

Fig. 3.10
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I11(V,V)
I(V,V)
malschnitte der Flach& im PunkteX (w). Das Vorzeichen des Quotienten bestimmt sich
dadurch, ol (0) in dieselbe Richtung zeigt wi& (w) oder in die entgegengesetzte Richtung
(vgl. Fig. 3.10).

Da die Schmiegebene durepan {¢,n} gegeben ist, wird in (3.91)+" gewahlt, falls

sich der Normalschnitt zwW hinkrUmmtund das Vorzeichen-”, falls sich der Normal-
schnitt vonN wegkiimmt

Der Rayleigh-Quotient misst also die Krummungen aller moglichen Nor-

3.6 WEINGARTEN ABBILDUNG UND KRUMMUNGEN

Definition 3.47 Die Funktionen

. [V, V
/fl(U]): = mln{ﬁ : VETwX\{O}}
= min{/[(V,V):VeT,X, I(V,V)=|V]*?=1}, (3.92)
. LI(V,V)
/fg(u]) . = maX{W . VGTwX\{O}}
= max{II(V,V): VeT,X, I[(V,V)=|V]*=1}, (3.93)
heiRenHauptkrimmungen der FlacheX im Punktw und
1
(w) = ——, falls w; #0, 1=1,2 (3.94)
p]( ) Kj(W) J 7&

nennt man digdauptkrimmungsradien im Punktw.

Wir sollten uns hier an die folgende Darstellung erinnern
IV, V)=11,(V,V)=Sw)V -V,

wobei S = S, der Weingarten Abbildung heif3t.

Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen Maximum und idium annehmen, gibt
es Tangentialvektorew,, V5 € T,, X mit

Vil =1V =1 und ke =TIV, Vi), ke =11(Vo, Va). (3.95)

Satz 3.48 Die Hauptkiimmungen sind die Eigenwerte der Weingarten-Abbildungyiles
also

SV =r;V;  fur  j=1,2, (3.96)

wobei die Eigenvektorel;, V5 € T, X dieselben Vektoren sind wie (8.95) sie heil3en
Hauptkrimmungsrichtungen von X im gegebenen Punkt undmnen orthogonal zueinan-
der gevahlt werdenl; - V5 = 0.
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Beweis: Die Minimum-Eigenschaft vom:; impliziert, dass fur allee # 0 und beliebige
Ve T,X qilt
IHH(Vi+ eV, Vi+eV) > ki l(Vi+ eV, Vi +eV)

bzw.
IT(Vi,Va) + 2e1I(V4, V) + 211V, V) > ki {I(V1, V1) + 21 (V4, V) + 2 1(V, V) }

und Gleichheit wird erreicht mit — 0. Wegen/ (V;, V1) = 1undI1(Vy,V}) = ki 1(V4, 1)) =
k1 folgt
26{1I(V},V) — ki I (V1, V) } + {II(V,V) — &1 I(V. V) } > 0,

so dass nach Division durehundes — 0 fur beliebigeV’ € T,, X Gleichheit eintritt:
IOV, V) — ki I(V, V) =0 — SVi-V=rV-V.

Daraus folgt (3.96) fuk;.
Maximum-Eigenschaft vor, impliziert in ahnlicher Weise, dassl, = ko V5.

Wegen der Symmetriél (U, V) = I1(V,U) (vgl. Satz 3.29) ist auch die Weingarten-
Abbildung.S symmetrish:

SU-V=IIUV)=II(V,U)=SV-U=U-SV (3.97)
und fallsk; # k9, SO folgt aus der Selbstadjungiertheit (3.97)
kiVi- Vo =5V Vo=V 5Va = koVi - Va,

d.h.V; -V, =0. [ ]
Definition 3.49 Im Fall x;(w) = ko(w), nennt manv einenNabelpunkt von X.

Nabelpunktev mit k1 (w) = ka(w) = 0 heilenFlachpunkte.

Da die Gleichheit

k1= min [I(V,V) =max I[(V,V) = ko

Vi=1 [Vi=1

impliziert, dass/ I(V, V') = k4, fur alle Tangentenvektorér € 7,,X mit Norm eins|V| =
1, kdnnen wir wahlen:

SVi=mVi,  V;ETLX, |Vj=1 j=12, Vi-V,=0. (3.98)
Beispiel 3.50 Einfache Beispiele:
. . . L1 -
1. Eine Sphre mit Radiusk > 0 besteht aus Nabelpunkten mit= I (vgl. Beispiel

3.38).
2. Eine Ebene besteht nur aus Flachpunkten.
3. FUr f(u,v) =u* +v*und X = X, ist(0,0) ein nicht-ebener Flachpunkt.
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Satz 3.51Ist jeder Punkt einer FicheX : Q — R? ein Nabelpunkt, und isk' zusam-
mentangend, so isK (Q2) Teil einer Ebene oder einer Spife.

Beweis:Sobald alle Eigenwerte der Matri(w) gleich sind\(w) = x1(w) = ka(w), sind
die Eigenvektorert; und V; in (3.98) wegen ihrer Orthogonalitat linear unabhangigl u
erzeugen den Tangentialraufi), = span{V;, V>}. Aber dann ist wegen (3.98j(w) =
M w)I, ein Vielfaches der Einheitsmatrix:

VV =aVi+ 8V, € T,X, SV =S(aVi+ (Va) = Mw)(aVi + fV2) = AM(w)V. (3.99)
Da nach Definition der Weingarten Matrix= —DN DX ! (vgl. (3.43)) ist
SX,=-N,, SX,=—N, (3.100)
und mitV = VX, (w) + V23X, (w) gilt
—VIN,(w) = VN, (w) = Mw) [V X, (w) + VX, (w)]

furalle V!, V2 € R. Es folgt

—Ny(w) = Mw)Xy(w),  =Ny(w) = Mw)Xy(w) . (3.101)
Differentiation und Subtraktion liefern

—Nuw(w) = Ay(w) Xu(w) + Mw) Xuw(w)

Aber X, X, sind linear unabhangige Vektoren, so dasaifi ¢ gilt:
Au(w) = Ao(w) = 0.

Da (2 zusammenhangend ist, erhalten wir
A(w) = \ = const .

e ISt\ =0,s04giltN, = N, =0, d.h. N = const. Dann ist aber auchX - N), =
(X - N), =0, das bedeutet
X - N = const.
Also liegt X (Q2) in einer affinen Ebene, senkrecht Zu
e st \ # 0, so betrachte man die Abbildung

(u,v) — Y(u,v) = X(u,v)+ %N(u,v) :
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Aus den Beziehungen (3.99) bzw. (3.101) folgt, dass
Y. (u,v) =Y, (u,v) =0

und damit, dass diese Abbildung konstant ist, d.h.

X(w)+§N(w) =Yw)=Y,eR?, VweQ.
Also gilt
X ()~ Y| = |38 (w)| =
A R
fur beliebigew € 2. Damit ist.X (Q2) Teil einer Sphare mit Zentrum ir, und Radius
/1Al m

Von besonderer geometrischer Bedeutung sind die elensgnmaretrischen Funktionen
der beiden Hauptkrummungen.

Definition 3.52 Man nennt das arithmetische Mittel

1
H = 5(/{1 + /ig) (3102)

die Mittlere Krimmung und Quadrat des geometrischen Mittels
K = K1ko (3.103)

die Gaul3’'sche Krimmungvon X in w.

Oft fuhrt man noch eine Dritte Fundamentalform Ill ein:

VW)=V -W, INV,W) =SV -W,
ITII(V,W)=SV-SW =85>, V,WeT,X. (3.104)

BEMERKUNG: Die Weingartenabbildung heil3t auebrm-Operator ( Englisch: Shape-
operator S!).

Der Zusammenhang zwischen den drei Fundamentalformenmwifolgenden Lemma
hergestellt.

Lemma 3.53 Fur die drei Fundamentalformen a(3.104)gilt die Gleichung:
IHI(V,W) =20 II(V,W)+ KI(V,W)=0, V,WeT,X, (3.105)

wobeiH die Mittlere undK die Gaul'sche Kiimmung bezeichnet.



3. FLACHENTHEORIE 91

Beweis L Fur festesv € Q seiFE : T,,X — T,X die identische Abbildung$ = S(w) die
Weingarten-Abbildung = H(w) die Mittlere undK = K (w) die Gaul3’'sche Krummung.
Fur das charakteristische Polynaw von S gilt dann

PN) = det(S — AE) = (A — k1) (A — kin) = N2 — 2HA+ K .

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt dann, dass die Ahioityl
P(S)=0=8*-20HS + KFE (3.106)

Null ist und (3.105) folgt.
Beweis Il: Man kann aber (3.105) auch direkt nachrechnen. Dazu setze

IV(V,W) = (S — ki E)(V) - (S — ke E)(W),  V,We€T,X.

Dann ist offenbar
IV =111 —2HII + KI.

Andererseits gilt fur die HauptkrimmungsrichtundgnVs:
IV, V)=0=1V(V,V,) vVeTl,X. (3.107)

Da aber{Vl, Vg} eine Basis vort,, X und/V eine quadratische Form ist, schliel3en wir aus
(3.105):1V = 0, also (3.105). [ |

Korollar 3.54 die Dritte Fundamentalform ist bereits durch | und Il eintiglbestimmt:

II(V,W)=2HI1I(V,W) - KI(V,W), V.W eT,X .
Lemma 3.55 Die Matrix

Sx = Bx Gyl = by by 3.108

aus dem Gleichungsyste(®.112) heil3t Weingarten Matrix (vgl. (3.56)), die Weingarten
Matrix besitzt die Eintage

b2 = b g™ (3.109)

wobeiBx = [bjx],, , die Matrix der erste Fundamentalform ung,' = [¢7%], . die Inver-
se zu der Matrix der erste Fundamentalfofiy = [gjk]zxz darstellen:

5?} [f,// 1 {% —F
7BX:

_ -1 _
GX_{% @ Y JV] “x=fg-—72| -7 & }(3'110)
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Beweis Um die Weingarten Matri¥x = [b2], , zuberechnen, erinnern wir uns daran, dass
Sy die Matrix des Basiswechels ist (vgl. Gleichungen (3.43) (81100)) und schreiben das
Gleichungssystem (3.100) folgenderweise um (gendfeihgarten Gleichungen:

Nyt = —b1 Xy — 02 X2,
(3.111)
Ny = —bi X, — BB X, .

Die Koeffizienten in (3.111) sind eindeutig bestimmt. Dast®yn lasst sich auch kurzer
schreiben:

Ny = =02 X 5. (3.112)

Multipliziert man das Weingarten—System (3.112) iit, so erhalt man
Nuo X = =0 Xy - Xon bzw.  bey = =g, . (3.113)

DaGy' invers zuG x ist und damit auch symmetrisch (wiey selbst; vgl. (3.23)), erhalten
wir:
1, a=~

af — b und 0 =0, =
g g Japd o 0, a~

Aus Beziehung (3.113) folgt dann
—bar 9" = bagpyg™ = Vadp, = U,
und die Weingarten-Gleichungen (3.109) ist gezeigt. [ |

Bemerkung 3.56 Der klassischen Schreibweise g#dn multiplizieren wir das Gleichungs-
system mitX,, und X,. Dann erhalten wir unter Beachtung der Gleichund@m26) und
(3.45)

L =bE+0T, M = biE + biF
. (3.114)
M =T + 019, N =0T + b3
Die Losung besttigt die Formeln(3.109)fur Eintrage der Weingarten Matrix:
\ YL —-TFH y EM—FZL
A ey
(3.115)
. GM—FN bz_é‘l/V—f///
b2 = EG — F2 2 EY — F2

Nun sind die Hauptkrimmunget, «, die Eigenwerte der Weingarten Matri d.h.
die Loungen der Gleichung

SV —kV =0, VeTl,X.
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DaSx = G Bx (vgl. (3.108)) ist, nimmt die Gleichung die folgende Geistal
det [BX — KGX] =0.

Deshalb erhalten wir folgende Formel fur di@ul3’'sche Krimmung Ky und diemittlere
Krimmung Hx:

_ 2
KX = R1kg = det SX = det [G)}le} = % (3116)
1 _ 1 LG+ NE -2.H4F
Hy = 5Tr [GX'Bx] = 5 (k1 + ko] = 26T — 77 (3.117)

Tr <7 bezeichnet hier di€pur der Matrix.” = [a;] ,alsoTr.o/ = aj; = 3 aj;.
j=1

nx

Bei (3.116) und (3.117) handelt es sich um explizite FormalBerechnung der Mittle-
ren Krummung und der Gaul3’'schen Krimmung aus den Koefteaeder Ersten und Zwei-
ten Fundamentalform.

Korollar 3.57 Fur Flachen mit der Eigenschatf = .# = 0, erhalten wir

<L
& 0 RZ0 _ — 0
GX:[O g], BX:[O (/V}, Sx = BxGy = f N (3.118)
9
und damit
7 N
K1—g7 R9 ?> 2110
Ky =det Sy = ks = 220 Hy=ipo4m) =L |[Z 4L 9449)
X = deloxy = K1k = 272k X—2/<51 H2—2 z 7 |

Aus den Weingarten Gleichungen (3.112), Lemma 1.27.vi wrdGleichung (3.116)
folgt unmittelbar
Ny X Ny = det[—b] ]oxo Xy X Xy2 = det Sx X1 x X2 = Kx X1 x X2, (3.120)
Es sei nun
wy € €1, e>0 und Qazﬂg(wo):{weﬁ:|w—wo|<5}.
Dann gilt fur die “Flacheninhalte” untex (vgl. (3.69)), bzw.NV
Ag (X) = /Q | Xt x Xo2| du' du®,

Aq.(N) = ) [Nyt X N2 | du' du2:/Q | Ky (w)] | Xt x X2 | du' du®.
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Da die Integranden stetige Funktionen sind, iigh x X,2| > 0, folgt aus dem MWS der
Integralrechnung die folgende alternative Definition deuptkrimmungk x, welche die
ursprungliche Definition der Hauptkrimmung durch Gaulg wa

. Ag. (N)
| Kx (wo) | = lim T (5)° (3.121)
. . . . .. ~ Nul X Nuz
Da Kx # 0 in einer Umgebung vow € (2, ist die Flachennormal®’ := W
wl X IVy2

wohldefiniert (vgl. (3.120)).

Korollar 3.58 Die Orientierung der Fache X sei bestimmt. Ist nuA’x # 0 in einer Um-
gebung vorw € ©, so sind die Dreibeiné X,,, X,, N} und {N,, N,, N'} in w gleichsinnig
orientiert, falls K x (w) > 0, und entgegengesetzt orientiert, wekin (w) < 0.

Beweis:Es gilt
- - [
N=N fur K >0, N=-N fur K<O0.

3.7 BENGEBETTETE FLACHEN

Es seiw € Q festundll := X (w)+7,X die af-
fine Tangentialebene axi im PunktX (w). Die
Flache sei weiterhin orientiert durcti(w), d.h.
{Xul, Xuz} ist positiv orientiert. Dann wirdR?
durchII in zwei offene Halbraum&? undR*
zerlegt, wobeiV(w) in RichtungR? zeigt.
Fir @ € R? bezeichne’(Q) den orientierten
Abstand von) zuTl, d.h.

5(Q) > 0 fur QeR3,

5(Q) < 0 fur QeR?

Es sei nun) = X(w + h) ein Punkt auf der

_ FlacheX, naheX (w), undh = (h*, h?)" € R?
Fig. 3.11 sei klein, alsdh| < 1.

Durch Anwendung der Taylor'schen Formel erhalten wir

X(w+h) = X (w) + Xue(w)h + %Xaﬂxuauﬁ (w)h*h? + o(|hf?).
Es folgt
Q) = (@ —X(w)) Nw)=(X(w+h)—X(w)) Nw)

1 1
= 5Xuaua(w) - N(w)h*h? + o(|h|?) = —5Nue - Ko (w)h*h’ + o(|h]?)
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(vgl. (3.45)) und nach Definition der Zweiten Fundamentaifo
5(Q) = 5TTu(Vi Vi) + o(1hP)  bei 0, (3.122)

wobeiV}, = h*X,«(w) den Tangentenvektor vaki (w) nach@ = X (w + h) bezeichnet.

. 1 . . .
Korollar 3.59 Die GrbBe§IIw(Vh, V5,) misst die Hbhe (in RichtungV(w)) der Flache X

Uber der Tangentialebend an X im PunktX (w) (bis auf Fehlerterme vondherer als
zweiter Ordnung). [ |

Definition 3.60 Ein PunktX (w) € Spur X heif3t:
A. Elliptisch, fallsK x (w) > 0,

A.l Eigentlicher Nabelpunkt, falls; = x5 # 0 (vgl. Definition(3.49)),
B. Parabolisch, fallsk x (w) = 0,
B.I Flachpunkt, fallsSx (w) = 0 (vgl. Definition(3.49)).

C. Hyperbolisch, fallg{x (w) < 0,

Und schlie3lich, Nabelpunkt, falls = x, (konnte beides-eigentlicher Nabelpunkt oder
Flachpunkt sein; vgl. Definitio(B3.49)).

Elliptish Hyperbolish Parabolish

Fig. 3.12
Nun ist, wegen (3.122),],, eine (positiv oder negativ) definite quadratische Fornts fal
Kx(w) > 0 (dquivalentix; > 0, ko > 0 oders; < 0, K < 0); damit hatd(Q) nahew nur

ein Vorzeichen. Also liegiX lokal auf einer Seite der TangentialebdieAndererseits ist
I1,, indefinit, falls Kx (w) < 0, und es gilt fur jede Umgebung von X (w)

UﬂSpurXﬂRi # 0 # UﬂSpurXﬂRi.

Bei parabolischen Punkten konnen beide Falle auftreten.
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Definition 3.61 Nun seiX : Q) — R3 wieder eine beliebige parametrisierteehe.
Eine glatte Kurvey := X o w auf X, d.h.
v(t) = X (w'(t),w?(1)), tcICR

heil3t;

e geoditische Kurve auf X (kurz: eine Geodatische auf X), falls ihre geoétische
Krimmungs,(t) fur alle t € I verschwindetx, = 0 (vgl. Definition 3.45).

e Asymptotenlinie auf X, falls ihre Normalkiimmungs,, identisch verschwindet:,, =
0 (vgl. Definition 3.45).

Ist () eine Asymptotenlinie, so gilt offenbdk,, = (kn) - N)

T.X = Schmiegebene in(t) = span{~/(¢), n(t)} .

Gemal (3.89) gilt,, = % und damitx,, = 0 ist aquivalent zu 7,(+',+") = 0 bzw.
ZU w 7 77
L(@) (W] + 24 (W) (W) (@) + A (W) [(@?)]* = 0. (3.123)

Lemma 3.62 Losungen der Gleichun@.123)sind genau die Asymptotenlinien axif

Im Fall Kx > 0 hat(3.123)keine losungen, d.h. es gibt b&iy > 0 keine Asymptoten-
linien auf X.

Ist dagegern x < 0 Uberall auf(?, so gibt es zu jedem € 2 genau zwei Asymptotenli-
nien durchX (w).

Beweis Existenz von zwei Losungen von (3.123) ist aquivalentzi — .4 > 0. Da
&Y — F* > 0 qilt, folgt wegen Formel (3.116) x < 0. n

Definition 3.63 Eine Kurvey = X o w heil3tKrimmungslinie auf X, falls fur jedest der
Tangentenvektof'(¢) eine Hauptkdmmungsrichtung voX in w = ~(t) ist, d.h. falls gilt

S(w(t)7'(t) = w(t)Y' (1), (3.124)
wobeix (t) eine der Hauptkimmungen ist: entwedeft) = r; (w(t)) oders(t) = k2 (w(t)).
Day’ = X1 (u') + X2 (u?) ist (3.124), wegen (3.100), aquivalent zu
N (@) (1) = N () (2)" = | X (") + X (w?)'] (3.125)
d.h. zu

—(Now) = Ii% (X ow). (3.126)
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Die Anwendung der Weingarten-Gleichungen (3.111), (3} %153.125) und ein Koeffizi-
entenvergleich vorX . liefert

Tl -9L 1 TN =G, ,
g g W)t g (W) =s(d)

(3.127)
FL—EM FM—EN

Gg—zr W) g () =n()

Durch Multiplikation mit (u?)" bzw. — (u')" sowie Addition und Multiplikation mit?? =
&9 — F* erhalten wir
&t — FL) ()] +(EN —9L) (WD) () +(FN —G4)[(v®)] =0 (3.128)
bzw.
172 / ! 112
()] =) () [(?)]
det & F 9
Z M N
Bemerkung 3.64 Man nennt:
(3.123)die Differentialgleichungen der Asymptotenlinien,
(3.126)oder(3.128)bzw.(3.129)die Differentialgleichungen der Kimmungslinien.

Die Differentialgleichungen der Geéatlschen werden wir gier, in§ 4.5 herleiten (vgl.
(4.150).

Il
o

(3.129)

Beispiel 3.65Fur eine Graphenfiche(3.14) (vgl. Beispiel 3.15 und Beispiel 3.43) haben
wir die Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamentalowie den Normalenvektor
berechnet (vgl(3.32) (3.64)sowie(3.16):

Gx = { fulv 1—|—ff} ’ Bx = m { Fuo fvv:| . (3.130)

Damit erhalten wir
detBX o fuufm;_ 5u

Kx =det Sx = ety (RN (3.131)
(vgl. (3.116) fur die Gauly’sche Kiimmung und
_ 9z 2y _ 2

A 21+ f2+ 12
(vgl. (3.117) fur die mittlere Kilmmung.

Bemerkung 3.66 Flachen mit verschwindender Mittlerer &#mmung heil3eminimalfl a-
chen Der Graph einer Funktiory ist also genau dann eine Minimaitthe, wenry Losung
der Minimalfl achengleichung istdie wegen(3.132)lautet:

(MFG) qu<1+f3)_2fuvfufv+fvv(1+fu2> =0. (3-133)
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3.8 ROTATIONSFLACHEN

Fur Rotationsflachen

X(u,0) = (f(v) cos u, f(v) sin u, g(v)),  flv) >0,

haben wir die Koeffizienten der ersten und zweiten Fundaaffenin berechnet (vgl. Bei-
spiel 3.16 und Beispiel 3.41). Da die Bedingungén= .# = 0 erfullt sind (vgl. (3.33) und
(3.66)), folgt aus Korollar 3.57

X 0 [f/]z + [gl]z ) X [f/]2 T [g’]2 0 f//g/ _ f/g// )
g/
Sx = S S ' (3.134)
X — [f/P T [gl]2 0 f//g/ o f/g// . .
1+ Lo
Damit lassen sich die Hauptkrimmungen mittels folgenadenieln berechnen:
Ky = — J D | (3.135)

VI + 197 (Lf2+ (92"

Mit Hilfe (3.134) erhalten wir
gl f/lgl _ flgl/
Ky=det Sy = Kikg = —% - —— 3.136
p=detSx = mm = PR PR (5:4%)
fur die Gaul3’'sche Krummung und
_g/[[f/]2 + [gl]2:| + f[f”g’ o f/g//]
2 [[f? + )72
fur die Mittlere Krimmung (vgl. (3.116) und (3.117)).

Diese Formeln vereinfachen sich, wenn die erzeugende K(lﬁ’w,g(v))T nach Bo-
genlange parametrisiert ist, also wenn gilt

G) =[P +[dW)]=1. (3.138)
In diesem Fall erhalten wir:
E=f* F=0, 9=1, W =detGx=Ff,
L =~fg, MH=0, N=[f'g—Ffqg".

1
Hy = 5ri+ ko] =

: (3.137)

(3.139)

Dann ergibt sich

—g'(v) + f() [f"(v)g'(v) — f'(v)g"(v)]
2f(v)

Hy(v) = (3.140)
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fur die Mittlere Krummung (vgl. (3.137)) und
f'w)g' () = fv)g"(v) ")) = f(v)g' (v)g"(v)

i) = ~g0) ) ) )
L POEOP ORI W)
- ) 70 (8:14

fur die Gaul'sche Krummung (vgl. (3.136)), denn wegeh43) gilt¥’ = 2(f'f"+4¢'¢") =
0 und daheg/'q"” = —f'f".

Fir eine Rotationsflache, die nach Bogenlange parasrestrist (vgl. (3.138)), erhalt
man

)=~ 2 ) = ) (0) — ) (). (3.142)

wobeikq, ko die Hauptkrimmungen sind (siehe Korollar 3.57).

Eine weitere Konsequenz fur den Spezialfall= 0 = . ist: Die Koordinatenkurven
einer Rotationsflache, d.h.

ur— X(u,v), v fest (Breitenkreise)
(3.143)
v — X(u,v), u fest (Meridiane)
sind Krummungslinien, da sich (3.129) in diesem Fall vefieht zu
x* 0 x
det | « 0 « | =0 (3.144)
x* 0 x

(v = 0 fur Breitenkreise und’ = 0 fur Meridiane).

Beispiel 3.67 Der TorusY (u,v) = ((R+ 7 sin v) cos u, (R + 7 sin v) sin u, r cos U)T
von Beispiel 3.39 (vgl. Fig. 1.20) ist eine RotatioasHe. Wir haben die Matrizen der beiden
Fundamentalformen i(8.61)und (3.62)berechnet. Er die Gauld'sche Kimmung erhalten
wir die folgenden Werte

>0 wve(0,7],
LN — M sin v
-1 _ —
Ky = det[BxGy'] = EYG — F? :T(R+Tsinv): —0oeshm

<0 wve(m2m).

Also, Ky > 0 auf der AulRenseitdyy < 0 auf der Innenenseitdsy = 0 auf der Ober- und
Unterkreis (siehe Fig. 3.13if graphische dargestellung).
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Flachen, die bzgl ihrer Gaul3’'schen Kriimmung eingeféirid

Torus Affensattel
Fig. 3.13 Fig. 3.14

Fig. 3.14 veranschaulicht die Gau’sche Krummung desatitelsX (u, v) = (u, v, ud—
3v2u).

3.9 REGELFLACHEN

Es seil C R ein Intervall unde : I — R3? eine Raumkurve. Es sei weiterhin eine glatte
Abbildungw : I — R?\ {0} und ein offenes Intervall C R gegeben. Definier&’ :
I x J — R3 durch

X(t,u) == a(t) + vw(t). (3.145)

Definition 3.68 Eine regufire Flache.” c R3, die durch eine Parametrisierung der Form
(3.145)darstellbar ist, hei3Regelfache(Englisch: “ruled surface”).

Die vonu - w erzeugten Geraden heil3&egelgeraden und die Kurvea nennt man
Leitkurve .

Beispiel 3.69Es seia : I — R? eine regulire Kurve,R™ = (0,00) undR~ = (—c0,0).
Flachen
X (tu) = at) +ud(t), X* I xR = R3,

heiRenTangentenfiichen von «. Ist nun die Kiimmung von die Kurve: nicht entartet
ka(t) = |a/(t) x " (t)]/|c/(t)]® # 0 fur alle t € T (vgl. Formel(2.20), so folgt mit

X, =d(t)+ud’(t), Xa =d(b), (3.146)
dass die FhicheX * regular ist:
X, x Xu =ud(t) x o/(t) £0. (3.147)

Dann sind die Tangenteéfthen Regekliichen mito’ als Leitkurve undSpur « als gemein-
samem Rand.
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Beispiel 3.70Es seia : I — R3, a(t) = (ai(t),ax(t),0)", eine ebene Kurve ohne
Selbstiberschneidungen und(t) := (0,0, 1)". Die zugebrige Regeltiche fir J = R

X(t,u) = (ai(t), aa(t),u)" = a+uw, X I xR —R?

nennt man einewerallgemeinerten Zylinder Gibera.

Beispiel 3.71Es seia eine ebene Kurve wie in Beispiel 3.70. Zu einem festen Pumrkt
R3\ (R? x {0}) seiw(t) := p — a(t). Dann ist

X i Ix(—o0,1) = R* mit X(t,u):=(1—u)a(t)+up

derverallgemeinerte Kegelibera mit Spitzep.

Beispiel 3.72Die Kurven

-
t t t
aft) = (cos t,sin t,0)" und w(t) = (cos t cos 2 sin t cos 1 sin 5)

liefern eine speziellRegelfbiche dasM dbiusband (vgl. Fig. 3.15):
X :Rx(—1,1) —» R?,

.
t t t
X(t,u) = (cos t+ u cos t cos i,sin t+wu sin t cos 50U sin§ (3.148)
= a(t) +uw(t)

Einschaliges Hyperboloid

Mobiusband
Fig. 3.15 Fig. 3.16
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Beispiel 3.73 Auch dasRotationshyperboloid (odereinschaliges Hyperboloid
S ={(z,y,2)" €R®: 14 2° =2+ ¢}
(vgl. Fig. 3.16) ist eine Regedithe. Ihre Parametrisierung lautet:
X(t,u) = (cos t —u sin t,sin t + u cos t,u) , te0,2m), uweR. (3.149)
In der Tat: mit der Wahl
at) = (cos t,sin £,0)"  und w(t) = /(t) +es = (—sin t,cos t,1)7,

erhalten wirX (¢, u) = a(t) + v w(t).

Beispiel 3.74 Dashyperbolische Paraboloid
S = {(x,y,z)T eR®: 2= zy} (3.150)

(vgl. Fig. 3.17) ist ebenfalls eine Regatthe: wahle

at) = (£,0,0), w@:VG%F@LwK

dann ist die parametrisierte Bthe

X(t,u) = a(t)+uw(t) (3.151)

B (t U ut T)T
C UVire Vite
ein hyperbolisches Parabolo{@.150)

Bemerkung 3.75 Fur die Gaul3’'sche
KrimmungK x einer Regelfiche. = Spur X

gilt:

Kx <0. (3.152)

Hyperbolisches Paraboloid

In der Tat: DaX,, = 0,0t ¥ =N-X,, =0

Fig. 3.17 und die GauR'sche Kimmung ist
LN — M M
B — = — <
YT ey -7 gg-7="

denn& ¥ — 7?2 = det Gx > 0 (vgl. (3.10).
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3.10 MINIMALFL ACHEN

Definition 3.76 Eine regufire parametrisierte FicheX : Q — R? heiRtMinimalfl ache
falls ihre mittlere Kilmmungiberall verschwindet

Hx(u,v) =0 auf Q. (3.153)

Zuerst betrachten wir zwédassische Beispiele fur Minimalfbchen
Beispiel 3.77 DasKatenoid oderKettenflache

. e’ +e”
X (u,v) = (cosh v cos u,cosh v sin u,v) ", cosh v :=

(3.154)

(vgl. Fig. 3.18) ist eine Rotationéfthe mitf(v) = cosh v, g(v) = v. Nach dem Formeln
(3.134)(3.137)erhalten wir

& =% = cosh’v, F=u=0, L =1, N =1 (3.155)

Katenoid Helikoid
Fig. 3.18 Fig. 3.19
und aus
ZL(v) _ . _ A
1(v) o) cosh™ v, Ko(V) = 700 = cosh™ v (3.156)

(vgl. (3.119) ergibt sich

Hx(u,v) =0, Kx(u,v) = —cosh™*v. (3.157)
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Das Katenoid ist also eine Minimaiithe
Die Differentialgleichung fur didsymptotenlinien lautet

(W) = [, (3.158)
(vgl. (3.123)), d.h.

(w'+w?)' =0 oder (w'—w?) =0. (3.159)

Demnach sind die Asymptotenlinien eines Katenoides gegdbech
w' +w? = const oder w'—w? = const. (3.160)

w? w?
wl wl
w! + w? = const w! — w? = const
Fig. 3.20 Fig. 3.21

Beispiel 3.78 DasHelikoid (Schraubenfacheoder auchwendelflache ist gegeben durch
X (u,v) = (sinh v cos u,sinh v sin u,cu)’, ¢#0, (3.161)
ue0,2r), veR,
(vgl. Beispiel 3.27, Beispiel 1.14bung 3.3 und Fig. 3.19).

Wir erganzen die Formeln (3.35) mit folgenden:

C

W:=detG=v"+¢*, £L=0, M=——, N=0. 3.162
N (3.162)
Es folgt
A+ 0 B 0 c(c? 4+ v?)~1/2
Gx = [ 0 1 } ’ Bx = [ c( +v?)71/2 0 '
(3.163)
B 1 0 c(? +v?)73/2
Sx = BxGy = {0(02—0—1)2)_3/2 0
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und damit
02
HX(U,U) == 0, KX(U,’U) = —m (3164)
Damit ist auch das Helikoid eine Minimalflache
Die Differentialgleichung fur didsymptotenlinien lautet
(Wh(w?) =0, (3.165)
(vgl. (3.124)), d.h. die Asymptotenlinien des Helikoid@sd die Kurven
w! = const oder w? = const. (3.166)

Fir dieKrimmungslinien erhalten wir die Differentialgleichung
EMWNPE -G M P=0 = [+ @AW = (D)) (3.167)

(vgl. (3.128) und (3.162) mit = w', v = w?). Diese konnen wir folgendermalen umformen

2

w
(w2)/ 1 T C2 + (w2)2
(W =+ ()
2T (@2) W2+ /P + ()2

d
- i% [log (u)2 + 4/ + (w2)2>} )
Die LOosung lautet
log <w2 +4/c+ [w2]2> Tw' = const .

Also sind die Kurvenog (v + v+ v2) tu = const die Krimmungslinien des Helikoides

Jetzt erklaren wir, warum das Wort “minimal” fur solcheta€hen gerecht ist. Dafur
muf3en wir dievariationsmethodefur des Flacheninhalts einsetzen.

BetrachteU ¢ Q mit U offen, U kompakt,U € (). Betrachte weiterhin eine glatte
Funktion : U — R, h € C*(U). Zue > 0 sei

®:Ux(—¢e,e)—R3, O(u,v,t) := X(u,v) + th(u,v)N(u,v). (3.168)
Man nenntd einenormale Variation von X (U). Ist dann
XHu,v) == ®(u,v,t), t € (—¢,e), (3.169)

eine parametrisierte Flachenfamilie ddfund sei mitA(t) = A(X") der variierte Flachen-
inhalt vonSpur X' bezeichnet.
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Lemma 3.79 Eine Minimalfiche minimiert lokal ihnren Elcheninhalt: Eine reg@ére para-
metrisierte Fache X : ) — R? ist genau dann eine Minimadfthe, wenn4’(0) = 0 fur
alle kompakten Mengeii € © und alle normalen Variationeh € C*(U) von X (U).

Beweis Mit (3.169)
X! = X, + thN, + th,N , X! = X, + thN, + th,N,
so dass
&' =X, X, =&+2thX, N, + > [W*|N,J)* + h2]
F'=X.-X,=F +th(X, N,+X,-N,]+t*[W°N, - N, + h,h,] , (3.170)

G' = X! X, =9 +2thX, N, +* [R*IN,]> + hZ] ,

denn

N-N,=0, N-N,=0, N-X,=0, N-X,=0. (3.171)
Mit

X, N=-%, X, N=X, Ny=—-4#4, X,-N,=-N
folgt

&G — | F) = G — F2—AWNEN —2F M +9L) +tR(u,v,t)
= (89 — F?)(1 — 4thHx) +tZ%, lim 2(u, v,t) =0, (3.172)

wobei wir fur die mittlere Krummung voi#/ x Gleichung (3.117) angewandt haben.

Istalsoe > 0 hinreichend klein (abhangig vdnund Hy), so istX? eine regulare Flache,
denn es gil'¥" — [#!]? # 0 aufU. Nach (3.70) erhalten wir fur den Flacheninhalt:

At) = A(XY) = /U VEGE— [FP du dv

U

Hierbei ist%, = # /(&9 — Z?*). Damitist(—e,e) > t — A(t) differenzierbar fur kleine
Werte von0 < e << 1 mit

A'(0) = =2 /U h(u, v)Hx (u, )/ & (u, 0)4 (u,v) — F2(u,v) dudv. (3.174)

Vorausgesetzi/ y (u, v) = 0, so folgt aus (3.174) unmittelba¥’(0) = 0.
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Um die ImplikationA’(0) = 0 =  Hx(u,v) = 0 zu beweisen, nehmen wir an
Hx(po) # 0 far py = (ug,v0)" € Q. DannHx # 0 fur |p — po| < r und kleine Wert von
r > 0. Weiterhin wird gewahlyy € C>*(R) mit den Eigenschaften(z) > 0, n(z) = 1 auf
|z| <r/2,n > 0auf|z| > r und wird eine Abbildung: : U — R definiert:

h(u,v) :=n(|(u — ug,v — vg)|) Hx (u,v) .

Aus (3.174) folgt dann

A'(0) = —2/|< nH% (u, v)\/& (u,v)4 (u,v) — F2(u,v) du dv

< —2/ HZ (u,v)\/& (u, )9 (u,v) — F2(u,v)dudv < 0, (3.175)
In|<r/2
also — wie gewiinscht — ein Widerspruch! [ |

Bemerkung 3.80Ist X : 2 — R? eine Minimalféche, dann gilt folgende:

e WennX ein kritischer Punkt des Bchenfunktionals ist, alsd’(0) = 0, dann muss in
X nicht notwendigerweise ein Minimum desé&thenfunktionals vorliegen.

e Aber wennX eine Minimalfache ist, dann minimietkX lokal den Fhcheninhalt (teil-
weise bewiesen in Lemma 3.79).

e Das Wort “Minimalflache” ist historisch bedindet und wurde von Lagrange ein-
gefuhrt.

Das PLATEAU-PROBLEM : Gibt es zu jeder geschlossenen Kuivec R? eine Flache
M c R3 mit minimalem Flacheninhalt und Randwerteéd

Welche Kurven, welche Flachen sind zugelassen und wasitetdest der Rand von/? —
das sind die nichttrivialen Aspekte des Problems.

Plateu war ein belgischer Physiker, der mit Seifenhaut riexgatierte und das Problem
um 1850 formuliert hat.

Eine Variante dieses Problems ist von Douglas und Rado 8@ 6lost und mit der 1.
Fields-Medaille ausgezeichnet worden.

Die Minimalfl achengleichung (MFG)(3.133): Ist eine Minimalflache als Graph einer
reellen Funktionf : Q — R gegeben, d.hX = X;(u,v) = (u,v, f(u,v))", so erhalten
wir aus (3.132) fur die mittlere Krimmung eine Differaaigleichung, die sogenannéini-
malflachengleichung flir Graphenfiichen(3.133). Diese Gleichung stellt eigeasilineare
elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung ddre abemichtlinear ist
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3.11 MINIMALFL ACHEN UND ISOTHERME PARAMETRISIERUNG

Definition 3.81 Eine reguéire FlacheX : Q) — R? heiRRtisotherm parametrisiert (oder
einfachisotherm), falls gilt

X=X, P=0= X, X,, (3.176)

d.h. falls¢ = ¢ und.# = 0. Damit ist die erste Fundamentalform in jedem Pupkt) ein
Vielfaches der Identit:

Glu,v)) = &(u, v) [ - }

Man nenntu, v) in diesem Falisotherme Parameter

Fur eine regulare Flache und ihre Gaul3-Abbildung
X:0-R N=Ny:Q-R QCR? (3.177)
betrachten wir die Funktion
Hy := HyNy : Q — R?, (3.178)
wobei Hy = Hx(u,v) die mittlere Krummung vorSpur X bezeichnet (vgl. (3.117)).

Selbstverst2andlich steht das Vekidk (u, v) perpendikular zu den Tangentradny (u, v)
1 T X.

Fir die normale Variation mit = H aus (3.174), wobeb = X + tH, folgt
A'(0) = —2/ H|’VEY — F2dudv < 0. (3.179)
U

Ist alsoX keine Minimalflachef] (u, v) # 0, so vergroRert eine Deformation in RichtuHg
(e.g. in Richtung NormalvektaNy) den Flacheninhalt.

Satz 3.82Es seiX : 2 — R3 eine reguéire, isotherme Fiche. Dann ist

AX = Xy + Xop = 2VH = 2H(X, x X)), (3.180)
wobei
MN=|X,xX,|=VEYG—-F2=6=9. (3.181)

Beweis:Nach Definition 3.81,

X isotherm <+— &=X,-X,=X,-X,=¥9%, $=X,-X,=0.
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Mit Differentiation folgt:

Xow Xo = Xuw- X, (3.182)
Xow  Xu = Xow- Xo (3.183)
Xow Xy + Xup-Xu=0 (3.184)
Xow  Xo + Xpv-Xu=0 (3.185)
Also folgt aus (3.182), (3.185)
KXo+ Xy = X - Xy = =Xy - Xy (3.186)
und aus (3.184), (3.183) folgt
X Xo = —Xow - Xo = —Xow - Xo. (3.187)
Aus (3.186) und (3.187) bekommen wir weiter
AX - X, =AX-X,=0,
d.h. AX ist parallel zur Gaul3 Abbildung
AX = ANy = AX Ny =ANy-Ny=A\. (3.188)
Andererseits, d&X isotherm ist, folgt aus (3.119) und Definition 3.81
H:£W—2§%+%$:W+$
2(89 — 77?) 28
bzw. (vgl. (3.181) und (3.188))
ONH =26H = N + % = Nx - Xy + Nx - Xpp = Nx - AX = X,
Und wir erhalten die gewiinschte Gleichung (3.180):
AX =2X*HNx = 2)°H. u

Korollar 3.83 Es seiX (u,v) = (X*(u,v), X*(u,v), X3(u,v))" eine reguére isotherme
Flache. Dann gilt-X ist eine Minimalfiche genau dann, wenn alle Funktion&h, X2, X3
harmonisch sind:

AX*(u,v) =0, k=1,2,3. (3.189)
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3.12 MINIMALFL ACHEN UND FUNKTIONENTHEORIE

Identifiziere
R?* >~ C mittels (u,v) <« w4iv.
Fur eine regulare FlachE = (X', X2, X3)T . Q — R? sei
(9017 P2, ()03)T = QXC ;

(3.190)
wobei gpk(C):ij—inf:2Xf, v : C—-C, k=1,2,3

die assoziierten Funktionder komplexen Variablé = u + iv, definiert mittels der komple-
xen Ableitung

1
O = Y¢ = §(wi —iw?), wobei ¢ =w'4iw?.
Lemma 3.84i. X ist genau dann isotherm, wensi + 3 + 3 = 0.
ii. Ist X isotherm parametrisiert, so gilt:

X ist Minimalflache <= 1, v, 3 sind holomorph

Beweis Aus (3.190) folgt
AP+ pE =X X2 2%X, X, =& -G —2F =0
(vgl. (3.176)), wobeiX,, = (X}, X2, X3)T, X, = (X}, X2, X32)7, also folgt (i).
NunistAX = (X,), + (X,), = 0 aquivalent zu:
(X§u=(=XD,  k=1,2,3.

Damit ist der eine Teil der Cauchy-Riemann’schen Diffeisgteichungen erfillt. Der zwei-
te ist aber automatisch erfullt:

(Xilj)v = _(—X'[]j:)uv k - ]-727 3

Dann sind Funktionip;, > und s holomorph da die folgendiquivalenz halt:

1,2
wu_wzﬂ

Y(u,v) = w'(u,v) +iw?(u,v) ist holomorph <= { , - (3.191)

1_
wv_ wu



3. FLACHENTHEORIE 111

Satz 3.85 (Minimalflachenquelle) Sei

V1,902,053 : Q2 —C, Q2 cCC, (3.192)
holomorph und
i@ +93=0,  [oi* + [paf” + sl #0. (3.193)
Dann ist das Integral
¢
X(Q) = Re [ (@ur).alr) ool i, C e (3.194)

wegunabhngig und definiert eine MinimaitheX : Q — R3.

Beweis Sei X(¢) = (X1(¢), X%(¢), X3(¢))", ¢ = u + iv, definiert mittels (3.194). Dann
sind die Integrale wegunabhangig da jede Integral aufldessene Kurve verschwindet
Jr ex(7) dr = 0 vorausgestzpy,(¢) holomorph in inneren Gebiet vdnist (gemaR Cauchy
Theorem). Weiterhin:

20:X%(¢) :(m—umxﬂu+@) |
- oo [[Tamars [ ame]

Go o
=3 [@k(u + i) + op(u — w)] 3 [2 or(u 4 ) — i pp(u — w)]
= pp(u+iv), k=1,2,3
und, gemaf Lemma 3.84, definiert die AbbilduXi¢() eine Minimalfache. n

Lemma 3.86 Fur jedes holomorphe Trip€ls, 2, 3 } mit der Eigenschaft
it pi=0, ;i #0 j=1,2,3, (3.195)

existiert eine holomorphe Funktian : €2 — C und eine meromorphe Funkti@n : © —
C U {oo}, mit denenF'G* ist holomorph und gilt:
F 1P

p=50-G), = (4G, gy = PG (3.196)

Umgekehrt gilt: @ir jedem Paar F, G), mit ' holomorph,G meromorph und”G? ho-
lomorph und zugeordneten Tripel holomorpher Funkio{lem, V2, <p3} im (3.196)gerigen
(3.195)
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Beweis Fur das gegebene Tripel holomorpher Funktiopeny, und s mit den Eigen-
schaften (3.195), sind die Funktionen

F=y —ipy, G=—72 (3.197)
Y1 — 12
wohldefiniert, " ist holomorph und~ ist meromorph, weil in den Falh; — ips = 0 folgt
p5 = —¢ — 5 = —(p1 — i) (1 +igpa) = 0! Die Funktion
2

2 2
+ )
FG2=—5__ - _ATH _ i (3.198)
©1 — 1P2 ©1 — 1P2

ist auch holomorph.

Sei umgekehrt eine holomorphe Funktibrund eine meromorphe Funktigngegeben
mit F'G? holomorph. Dann sind die Funktionen, ¢, und 5 aus (3.196) holomorph und
haben die Eigenschaften (3.195). [ |

Fur beliebige holomorph# und holomorphe”, FG?, sind die integralen

¢
xQ) = me [ ER0- @] ac,

¢
X%(¢) = Re/C iF;O [1-G*(Q)]d¢, (3.199)

¢
X%(¢) = Re / F(O)GHC) dC.

o
holomorph und wegunabhangig (vgl. (3.194)).
Korollar 3.87 (Weierstrass Darstellung) Jede isotherm parametrisierte Minimakhe X
= (XLX2XHT QR QCR?
approxC die nichteben ist{ # 0), besitzt lokal die Darstellun(.199) wobei die Funktion
G meromorph und die Funktiondn, F'G? holomorph sind.

Umgekehrt bestimmt jedes Pa@f, G}, mit G meromorph,F und F(¢)G?*(¢) holo-
morph inQ2 c C, eine isotherm parametrisierte Minimaltihe X : — R3.

Beispiel 3.88 Das Katenoid (Ketterikche)

X (u + iv) = X (u,v) = (cosh u cos v, cosh u sin v, u) "

aus Beispiel 3.77 (mit vertauschten Parameter v) erkennen wir: die Rhche ist isotherm
parametrisierts’ = ¢, . = 0 (vgl. (3.176) oder,aquivalent ausgedickt,

E—G+iF =0. (3.200)
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Es qgilt
X

L — X! =sinh u cos v+ icosh u sin v = sinh

¢1(¢)
©2(¢) = X2 —iX? =sinh u sin v — i cosh u cos v = —icosh ¢, (3.201)

u

p3(Q) =X —iX}=1, (:=u+iv

u

(vgl. Formeln(3.190). Die Minimalfiachendarstellun¢3.192)(3.194)des Katenoides wird
durch diese Funktionen bestimmtirrdie Weierstrass Darstellun@.199)erhalten wir:
1

F(C) = 01(¢) —ip2(C) = —e~¢, G(Q) = () —ioa(O) — —¢b . (3.202)

Beispiel 3.89 Die Parametrisierung
X (—g, g) xR — R?, X (u,v) = (v cos u,v sin u,u) " (3.203)

des Helikoid (Beispiel 3.78 mit= 1) ist nicht isotherm#& — ¢ + i.%# # 0 (vgl. (3.200).
Aber wir werden numirei weitere Parametrisierungendes Helikoids betrachten:

X : Rx <—g, g) — R3, )z(u,v) = (u,v,utan v) ', (3.204)
X <—g, g) x R — R3, %(u,v) — (—sinh w sin v, sinh u cos v, —v) ', (3.205)
Xy (—5, 5) xR — R’  Xy(u,v) = (sinh v cos u,sinh v sin u,v)" . (3.206)
Die Variabeltransformationen
T T u
OB <__7_> ]Rg R <__7_) ) ® ) - ) T
2°2 8 e 2°2 (u,0) = (v COS’U)
d - (T _rr P — (—v.si T
o < 2,2>><R—>]R><( 2,2>, ®(u,v) = (—v,sinh u) "',
T T )
Dy (—5, 5) xR — R x (—5, 5) , ®o(u,v) = (u,sinh v) ",
T127 T23 : R3_>R37 Tlg(llf,y,Z) - (y,x,z)T, ng(l’,y,Z) = (x>zay)—r
sind nicht entartet da die entschprechende Jakobi Deteantén verschwinden nicht:
[0 1 1
Do(u,v) = 1 wsinv |, det DO (u,v) = — <0, (3.207)
cos v
L cos v cos? v
D®(u,v) = 0 -l det D®(u, v) = cosh u > 1 (3.208)
’ | coshu 0 |~ ’ -7 '
poyuw) = |+ O det D®o(u, v) = cosh v > 1 (3.209)
o(u,v) = 0 cosho | e o(u,v) =cosh v >1, :
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010 1 00
DTy(z,y,z)=| 1 0 0 |, DTos(z,y,2) =10 0 1 |,
0 01 010

det DTlg(.T,y, Z) = —1, det DTQg(.T,y, Z) =-1.

Es folgt:

X:T23OXO(I), )}:TlgoXO&), X(]:TlQOXo(I)O. (3210)

Die Parametrisierun& in (3.205) ist isotherm da

~

= |)~(u|2: 1+sinh2u:cosh2u:§2, F

Q2

Ha

~0. (3.211)

Bei Umparametrisierungen bleibt die Eigenschaft “Minifigadhe zu sein” erhalteA y = 0,
daAX = 0 (vgl. Korollar 3.83).

Die Minimalflachendarstellung (3.192)-(3.194) fur isetme Parametrisierung (3.205)
erhalt man mit folgenden holomorphen Funktionen

@1(¢) =isinh ¢, pa(¢)=cosh ¢,  @3()=i, (=u+iv (3.212)
und die Weierstrass Darstellung (3.199) durch:

F(¢) = —ie™®, G(¢) = —ie® . (3.213)

Die Funktioneny,, j = 1,2,3, F undG in (3.201), (3.202) und (3.212), (3.213) unter-
scheiden sich durch den Faktorin diesem Fall spricht man vaoadjungierten Minimal-
flachen Also, Katenoid und Helikoid sind adjungierte Minimd@éhen.

Bemerkung 3.90 Die Parametrisierunge® = ()?1, X2, )~(3>T undX — <;(1,;(2,;(3)T
konnen inu auf ganzR? periodisch fortgesetzt werden, denn die ersten zwei Koergen
X1, X2, X! und X2 sind periodisch in.

Dasselbe istifr die Parametrisierund3.204) X = (X’l, X2, )?3>T nicht nbglich, da
X ein Graph ist undX® = utan v keine passende Fortsetzungi’r? = v hat! Die Problem
liegt daran daf? die Variabeltransformatian(«, v) entartetD® (u, v) = — = oo beim

v = g (vgl. (3.207).

COS v
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3.13 KLASSISCHEBEISPIELE VONMINIMALFL ACHEN

Gesucht: Explizite Losungen der Minimalflachengleiatpiiir Graphenflachen (MFG) (3.133):

Triviale L dsungen:l. Alle (affin) linearen Funktionerf sind Losungen.
II. Ist f ein Losung, so sind die Funktionen

f + const,
Juo o (W, ) := f(u — ug, v — vp) (Translationen) (3.214)
Pu,v) == lf(/\u, Av) farA#0  (Streckungen)

A

ebenfalls Losungen.
Historisch: Lagrange war der Erste der Minimadithen im Yahr 1760 untersucht hat.
Meusnier hat im Yahr 1776: erste nichtlinearédungen gefunden: Katenoid, Helikoid.
Scherk hat im Yahr 1834 weiterésungen gefunden-Scherk’schéad¢Hen.

IDEE: finde spezielle Losungen durch einen Separationsansatz.
1. Ansatz

f(u,v) = p(u) + ¢ (v), alsof,, = 0. (MFG) (3.133) lautet
" (w) (1 + (¥'(v))%) = =" (v) (1 + (¢'(v))?)

und wird durch Umformen zu

W) _ ()
T+ @@?) ~ T+ @20)

denn die Funktionen sind unabhangig voneinander. Alsemabr eine gewohnliche Diffe-
rentialgleichung fury’ (bzw. ") hergeleitet. Deren Losung lautet:

(") (u)

= a = const, (3.215)

=-a = ¢ (u)="tan [a(u — uo)}

(1+ (¢'(u)?)
= ou) = —% log [ cos(a(u — ug))] + const (3.216)
und, ahnlich,
% =a = 1Y) = %log [ cos(a(v — vg))] + const . (3.217)
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Mit (3.215) folgt

Fluv) = Slog {COS(“(”'_1“>>} . (3.218)

a cos(a(u — ugp))

Im Fall ug = v = 0 unda = 1 die Losung lautet

f(u,v) =log [

cos v]
cos ul ’

ist definiert auf den Mengen

{(u,v) :u — krl <g, |v — {r] <g, E+¢ gerad%

und heilRtScherk’sche Fhche

.
X(u,v) = (u,v,log[cosvb , _— <u,v< T (3.219)
cos U 2 2

X (u,v) ist eine Minimalflache und ihre mittlere Krummung versahelet identisch.

Die Parametrisierung (3.219) ist nicht isothert/h = f,f, # 0 (vgl. (3.176) und
(3.200)). Aber die folgende Umparametrisierung der Schehlen Flache ist isothertm:

. C+i  C+1 1]\
X(u+iv)=X() = (argé_i,argg_l,log 21 (3.220)
2u, —2v 1, (W2 =024+ 1)2+ du2?\ '
=(tan ' ——— tan ' ———— — 3.221
<an w402 -1’ a u2+v2—1’2Og(u2—v2—1)2+4u2v2 ( )

Mit der Parametrisierung (3.220) ist es moglich
weitere Darstelllungen der Scherk’schen Flache zu
bestimmen: die Minimalflachendarstellung (3.192)-
(3.194) wird durch die Funktionen

2 21

e1(¢) = e ©2(C) = =& (3.222)

4¢

¢3(C) = 1_7&,

(:=u+1v

und die Weierstrass Darstellung (3.199) durch die
Funktionen

4

FO=1=7-

G(¢) =, (3.223)

(:=u-+1v

Scherk’sche Flache
Fig. 3.22 bestimmt.
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Bemerkung 3.91 Die Darstellung(3.221)lasst sich durch Hinziihen der vertikalen Gera-
den ((2k + 1)%, (20 + 1)%) x R zu einer glatten Riche inR? erganzen.

2. Ansatz f,, =0, d.h. f(u,v) = aup(v) + ¢ (v). Alsoist f eine lineare Funktion von
v und die (MFG) (3.133) ist aquivalent zu

1+ a®¢*(v)] [aug" (v) +9"(v)] = 2a¢/ (v)ag(v) [aue' (v) + ¥'(v)] -

Die Gleichung ist affin linear im und ein Koeffizientenvergleich liefert

[1+ a?p?(v)]ap" (v) = 2a°p(v) (¢ (v))?,
(3.224)
[1+a?0?(v)[¥"(v) = 2a%¢' (v)p (V)Y (v),
Vorausgesetzi # 0 folgt
S0// 20,2%0%0/ 'l/)//
r o A 3.225
SD/ 1 +a2g02 w/ ( )
und
log'(v) =log ¢'(v) + const <= '(v) = const - ¢'(v), (3.226)
SO wie
" 2 N, A / /
0=~ (zaw)soz:{ il 2] . (3.227)
1+a%p [1—|—a2<p2} 1+a%p
Aus (3.227)
¢'(v) = const - [1 + a’*¢*(v)]
und, mitconst = 2 und (3.226),
p(v) = ltam [bv + ¢], Y(v) = d tan [bv + ¢] + d. (3.228)
a
Es folgt
flu,v) = (u—ug) tan [b(v — v,)] + const
so dass, mitig = vg = 0, b = 1, const = 0,
graph f = {(u,v,u tan v) € R : (u,0)" € RZ} (3.229)
bis auf Translationen und Streckungen der Argumeni®?itvgl. (3.214)). [ |

Diese Flache ist der Teil des von Meusnier 1776 gefunderadikdids (d.h., Wendel-
flache mit Ganghohe; vgl. die Darstellung (3.204)).

Das Helikoid ist gleichzeitig eine Regelflach€(¢, u) = «(t) +ww(t) mit der Leitkurve
a(t) = (0,t,0)" und der Regelgerade(t) = (1,0,tant) .
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Korollar 3.92 Das Helikoid ist die einzige nichttriviale Regékhe, die auch eine Minimal-
flache ist.

Minimalfl &chen, die gleichzeitig Rotationséichen sind.
Gesucht ist eine Funktiofi= f(z), so dass die Rotation von

Graph f = {(2, f(z))T €R* : z € .# CR}

um die z-Achse
X(0,2) = (f(2)cos 0, f(z)sin 6, 2)

lokal eine Minimalflache erzeugt. DAv) = v, ¢’ = 1, ¢" = 0, gilt wegen (3.137)

H=0 « —J0& 1 (3.230)

L+[f')2 f(2)

Ware f'(z) = 0, so waref(z) = const und X beschriebe einen Zylinder, also keine Mini-
malflache! Demnach gibt es Punktenit f'(z) # 0. In der Nahe eines solchen Punktes gilt

dann

2"(2)f'(2) _ 2f'(2)

L+[f(z)P  f(z)
also

log {1+ [f'(2)]*} =log f(2) +log ¢i = log [ f*(2)],
bzw.
L+ [f'(2)]? = f2(2) . (3.231)

oder noch

fl2) =t/ [af(z)] - 1. (3.232)

Die Losung dieser gewodhnlichen Differentialgleichuagtet

f(z) = cl cosh(c1z + ¢3) . (3.233)
1

Also ist der Graph vonf eine Kettenlinie und die entsprechende Flache das Katdrgl.
Beispiel 3.77)

Fur die spezielle Wahl; = 1, ¢, = 0 und f(z) = cosh z, bekommt man
X (0, z) = (cosh zcosf,cosh z sin 0, 2)" .

Korollar 3.93 Das Katenoid ist die einzige Minimddfthe, die gleichzeitig eine Rotations-
flache ist.



3. FLACHENTHEORIE 119

Beispiel 3.94 Enneper’'sche Minimalfiche Die Enneper’'sche Rlche ist die folgende pa-
rametrisierte Fache

1 1 i
X(u,v) := (u — gu?’ + uv?, v — §U3 +vu? u? — v2> : (3.234)

Sie ist eine Minimalélche, die sogar isotherm parametrisiertist, es gilt alse- ¢, .7 = 0.
Auf Minimalfchendarstellung der Gleichung€®192}(3.194)fuhren uns die Funktionen

und die Weierstrass Darstellur{.199)erhalten wir durch
F(Q)=2, G)=¢. (3.236)

Enneper’'sche Flache Catalan’sche Flache
Fig. 3.23 Fig. 3.24

Beispiel 3.95 Catalan’sche Minimalfaiche Die Catalan’sche Riche ist die folgende pa-
rametrisierte Fache:

-
X(u,v) = <u — sin u cosh v, 1 — cos u cosh v,4sing sinh g) . (3.237)

Diese Fhche ist eine isotherm parametrisierte Minimatfthe. Um auf die Minimakichen-
darstellung(3.192}(3.194)zu konmmen, bétigen wir die Funktionen

p1(¢) = 1 —cosh(—iC),  a(C) =isinh(=iC),  @3(¢) = 2sinh (—%) (3.238)

und fur die Weierstrass Darstellun@.199)die Funktionen

s (5)
‘ S111 9
F(()=1-¢", G(¢) = —] Ci=u+iv. (3.239)
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Das Bernstein-Problem, 1915Gibt es nichtlineare Losungen der (MFG) auf g&i2
Satz 3.96. Jede Minimalfhiche in Graphenform, die auf der ganzen Ebene definiertlst, a
X R—=RY X =(2"2% f(z",2%)", feC*R? (3.240)

isteben:f(z!, 2%) = ayz' + asz? + b, mit konstanten Koeffizienten, a,, b € R.

Ohne Beweis (J.C.C. Nitsche 1957piehe [Jo, Satz 4.8]). [ |

Bemerkung 3.97 Dieses Ergebnisildt sich nicht verallgemeinern:

e Fur 2 < n < 7 gibt eskeine nichttriviale (nichtlineare) Minimaltichen in Graphen-
form, die auf gan®” definiert ist.

e FlUrn > 8 existierennichttriviale Minimalfachen in Graphenform, die auf gai®?
definiert sind (Fleming, Aimgren, De Giorgi, Simons, Fedd:@60-1969; Geometri-
sche Mal3theorie).

UBUNGEN

Ubung 3.1 Betrachten Sielfr a, b, c € R* =]0, o[ die folgenden Teilmengen dBS:
1. das Ellipsoid:

.CCQ y2 22
R s e

2. das einschalige Hyperboloid:
.TZ y2 2’2
{(x,y,z)eR?’ : §+b—2——:1} :
3. das zweischalige Hyperboloid:
2 2 2
3.y 2 :
{(Jf,y,Z)eR : E—i_ﬁ____l} )
4. das elliptische Paraboloid:

.T2 2
{(l’,y,Z)ERg : - 9 3;_2}7

5. das hyperbolische Paraboloid:

2 2
{(x,y,z)E]R3 : Zzﬁ_b_?}'

IS
|
+
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Skizzieren Sie diese Mengen und stellen Siglichst, grof3e” Teilmengen als parametri-
sierte Flche dar.

Ubung 3.2 Betrachten Sie die stereographische Projektion S? \ {N} — R?, die einen
Punktp = (z,y, z) der Splare S? ohne den NordpaN = (0,0, 2) auf den Schnittpunkt der
(z,y)-Ebene mit der Geraden abbildet, d¥ und p verbindet. Es sefu,v) = n(x,y, 2),
wobei(z,y,2) € S2\ {N}und(u,v) € (x,y)-Ebene.
1. Zeigen Sie, dass die inverse Abbildung : R? — S? durch
4uu 4o 2(u? + v?)
T= o YT o AT e e
u? + v +4 u? +v2+4 u? +v2+4
gegeben ist.

2. Welcher Teil der Sgitre kann mit der stereographischen Projektion als paramietrte
Flache dargestellt werden?

3. Berechnen Sie die Koeffizienten der ersten Fundamemtalf§ = |r'|>, # =
-t und¥ = |1 bR
Ubung 3.3 Betrachten Sie das Helikoi@.161)und das Katenoi3.154)

1. Skizzieren Sidif a > 0 die folgenden beiden &then sowie die Bilder der Gaul3-
Abbildungen des Helikoids und des Katenoids.

2. Beweisen Sie, dass auch die Kurve

X(u,v) == (vcosu,vsinu,cu)’, 0<u<2r, —oo<v<oo, (3.241)

ein Helikoid darstellt.

3. Wie unterscheiden sich die folgenderdoGen der Kurver§3.154)und (3.241)(Para-
metrisierungen des Helikoids!):

(a) Tangentenvektoren und Normalenvektoren (Gaul3abijieio).
(b) Koeffizienten der ersten Fundamentalform.
(c) Koeffizienten der zweiten Fundamentalform.

Ubung 3.4 Betrachten Sie die durch

X (u,v) = (u,v,u* — 3uv?)

gegebene Rche imR3.

1. Berechnen Sie die Koeffizienten der ersten und zweitegiaruentalform.

2. Zeigen Sie, daR die GauRscheaiKimung als Funktion vort = u? 4 v? geschrieben
werden kann.
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3. Skizzieren Sie die &the.

Ubung 3.5 Sei
a:[0,0) — R, s a(t) = (g(t),h(t)", 0<t</ (3.242)
eine reguéire ebene Kurve mij(¢) > 0 fur alle ¢ und
Xa(t,0) = (g(t) cosf, g(t)sin 0, h(t)), 0<t<l, 0<f<2r  (3.243)

die entschprechende Rotatiogsthe zuv.

1. Beweisen Sie, dass die GaulR'schgn, X, ), die mittlereH (¢, X,,) Kriummungen der
Drehflache X, und die Kilmmungk,, der erzeugenden Kurve in folgender Weise
voneinander abéingen:

Ko (D) () W (t)
&/ (t)|g(t) [a'(t)]g(t)

2. Beweisen Sie dal? wennbereits nach Boge&hge parametrisiert ist'(s) = 1, fur
die zugebrige RotationséicheSpur X, gilt folgende Satz von Pappus:

K(t,X,) = H(t,X,) = L lga(t) + (3.244)

2
¢

FlacheninhaliSpur X,) = 27?/ g(s)ds. (3.245)
0

Ubung 3.6 Berechnen Sie den &theninhalt der Sgire, indem Sie das Ethenelement zur
ersten Fundamentalform integrieren (oder mit Forr(g&R45).

. . 1 1 . .
Ubung 3.7 Betrachten Sielfr —3 <v< 5 und fur 0 < u < 27 die parametrisierte Fiche

u
COS — COS U
cos u 2
) u
X(u,v)=| sinu | +v cos o sinu
0 “u
sin —
2

1. Berechnen Sie die Gaul3-AbbilduNgu, v) und die erste Fundamentalform deiéehe.
2. Berechnen Sigm,,_.o N(u,0) undlim,_ ., N(u,0). Interpretieren Sie das Ergebnis.
3. Zeigen Sie, daldif die Gaul3sche Kimmung gilt:

4

w\ 2 2
v2+4<1+vcos§)

K=—
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Ubung 3.8 Betrachten Sie die parametrisiertedehe (Enneperfiche)

u3 Ug
X(u,v) = (u—§+uv2,v—§+vu2,u2—v2).

Zeigen Sie:
1. Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform sthe & = (1 + u? + v?)?, .# = 0.
2. Die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform sifid-= 2, 4 = —2, .# = 0.
3. Die mittlere Kilmmung ist identisch Null, undrfdie Gaul3sche Kimmung gilt:

4
T+t o)t

Ubung 3.9 Betrachten Sie die Bche, die man durch Rotation der Kurye= 23, —1 <
x < 1,um die Gerade = 1 erhalt. Zeigen Sie, dal3 die Punkte, die man durch Rotation des
Ursprungs(0, 0) der Kurve erfalt, Flachpunkte der Fiche sind.

Ubung 3.10 Sei

(T T 3 :< COSy)
X’( 2’2)X< 2’2>_>R’ X(@,y) x’y’lOgcosx ’

Berechnen Sie die Hauptkmmungen von die &theX.

Ubung 3.11 Seia : [0,¢) — R? eine regudire Kurve auf einer FicheX : Q — R? mit
Uberall positiver Gaul3’'sche KiImmung. Zeigen Siérfdie Krimmungs,, der Kurve und die
Hauptkiimmungerm:, x, der Flache dafliberall x, > x; gilt.

Ubung 3.12 Es seiX : Q — R3 Q c R?, eine regudire Flache ohne Selbisberschneidun-

gen. Zeigen Sielf (u,v) € Qundw € T,,X dass:Es gibt eine differenzierbare Kurve
: d

X(ozl(t), Oég(t)) mit X(ozl(O), 042(0)) = X (u,v) und EX(ozl(t), Oég(t)) = w.

t=0

Ubung 3.13 Bestimmen Sie die Kmmungslinien und die Asymptotenlinien der Enneper-
flache (siehe Ser. 8, Aufg. 2).

Ubung 3.14 Es seiz > 0 und X (u, v) eine reguéire Flache mit GauRscher Kmmungk x,
mittlerer KriummungH y und mit(1 —2Hya+ Kxa?) > 0. Eine Parallelfiche zuX ist eine
parametrisierte Fiche

Y(u,v) = X(u,v) + aN(u,v).

1. Zeigen Sie, dass(u, v) eine reguéire Flache ist.
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2. Beweisen Sie, dass die Gaul3sch@&mungky vonY durch

Kx
Ky = D)
1—2HXa+KXa

und die mittlere KimmungHy vonY durch

Hx—KXa
Hy = 5
1—2HXa+KXa

gegeben ist.

3. Die Flache X habe konstante mittlere KmmungH x = ¢ # 0. Betrachten Sie die
ParallelflacheY zu X im Abstandl/(2c) und zeigen Sie, dass diese Paralefie
konstante GauBsche &mmung gleichky = 4¢? hat.

Ubung 3.15 Zeigen Sie, dass bei einem hyperbolischen Punkt die Haumptkungsrichtun-
gen die Winkel zwischen den Asymptotenrichtungen hathiere

Ubung 3.16 Zeigen Sie: Wenn die mittlere &immung in einem nicht ebenen Punkt Null ist,
so gibt es in diesem Punkt zwei orthogonale Asymptoteningfen.

Ubung 3.17 Sei X : Q — R3 Flache unde : I — Spur X eine Gerade au$pur X.
Zeigen Sie, dasspur a Asymptotenlinie ist.

Ubung 3.18 Zeigen Sie, dass die Wendatthe (helikoid oder Schraubea¢he; vgl. Beispiel
1.14, Beispiel 3.27, Beispiel 3.718bung 3.3 und Fig. 3.19) ) eine Regatthe ist. Bestimmen
Sie Asymptotenlinien und Emmungslinien von Wendé&i¢he.

Ubung 3.19 Es seiS c R? eine Regelfiche. Zeigen Sie, dad#rfdie GauRsche Kimmung
Kq <O0.

Ubung 3.20 Wenn zwei differenzierbare Funktiongng : U ¢ R? — R die Cauchy—
Riemannschen Gleichungen

of _9g of _ Oy

ou ov v Ou
erfullen, sieht man leicht, dal3 sie harmonisch sind; in diesaraion nennt manf und
g konjugiert harmonisch. Es seieXi und Y isotherme Parametrisierungen von Minimal-
flachen, so dal3 ihre Komponentenfunktionen paarweise kienjugarmonisch sind; dann
heiRenX undY konjugierte Minimalfichen. Beweisen Sie:

1. Das Helikoid und das Katenoid sind konjugierte Miningdfen.
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2. Sind zwei konjugierte MinimadithenX undY gegeben, so ist die &the
Z = (cost) X + (sint)Y (3.246)

wiederum eine Minimakiiche fir allet € R.

3. Alle Flachen der Ein—Parameter—Familie (3.246) haben dieselbtedfundamental-
form:

E = <XuaXu> - <Yuayu>> F = 07 G = <XU7XU> - <Y;)7K)>

Daher kbnnen zwei konjugierte Minimadithen durch eine Ein—Parameter—Familie
von Minimalfichen verbunden werden, und die erste Fundamentalforrardtamilie
ist unablangig vont.

Ubung 3.21 Es sei2 ¢ R?=C ein einfach zusamme#ahgendes Gebiefy eine isotherm
parametrisierte Minimalfiche, undX™ sei so gegeben, dass die Funktipn= X + X,

F:Q=C (utiv) =w (filw), fo(w), fa(w))"

eine holomorphe Kurve i@? ist. Zeigen Sie:
1. Die Funktionf ist eine isotrope Kurve i3, d.h.

()" + (f5(w)" + (fi(w)” =0.
2. Istumgekehry : Q2 — C? eine (holomorphe) isotrope Kurve @, so sind
Y (u,v) := Reg(w), Y*(u,v):=Img(w)
Minimalflachen inR3.
Ubung 3.22SeiX : R? - R3 X : (u,v) — (u,v,u(v? — 3v?))" die Flache. Zeigen

Sie, dass der Punkbd, 0) Flachpunkt ist. Skizzieren Sie den Schnitt womit einer Ebene
(u,v) — (u,v,e)" fur kleinese).

Ubung 3.23 Sei/ eine Gerade und séY eine Regelfiche, deren Leitkurve : I — R? die
Gerade/ nicht schneidet und deren Regelgeradesenkrecht schneidetX( heit rechtwink-
liges Konoid).

Parametrisieren Si&X' und bestimmen Sie, wa nichtzylindrisch ist.

Ubung 3.24 Zeigen Sie, dass eineddheF : Q — R®, genau dann eine Minimadithe
ohne Flachpunkte ist, weniirfallew € Q, z = F(w), gilt

Ki(w) # ko(w) und VX,Y € ZLF(Q) : DNp X - DNpY =k} (w)X - Y,
wobeiNr(w) die Gaul3’sche Abbildung (Einheitsnormalvektor) bezesthn
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Ubung 3.25 Sei F wie in Aufgabe 3.24 und séi : Q — R3 eine Minimalfche ohne
Flachpunkte.
a. Seiw € Q, Np(w) # N, wobeiN = (0,0,2)" der Nordpol bezeichnet. Folgern Sie
aus Aufgabe 3.25, dags ' Ny : Q — R? lokal umw invertierbar ist.
b. Zeigen Sie mit Aufgabe 3.25, ddgs:= M o Np'o Fisothermist. (Bir Np(Q) = N
konnte man naitrlich die Projektioniiber den 8dpol verwenden).
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4 INNERE GEOMETRIE VON FL ACHEN

4.1 ISOMETRIEN

Da wir uns nun mit Fragen der inneren Geometrie beschaftigden, die also unabhangig
von der Parametrisierung sein sollen, betrachten wir abnetr nochgeometrisch reguére
Flachen Insbesondere soll in jedem Puniiner solchen Flachg ein eindeutig bestimmter
Tangentialraun?, S existieren. Insbesondere dafkeine Selbstuberschneidungen haben.

Definition 4.1 Eine Teilmenge C R3 heil’t reguéire (eingebettete) BEkhe, wenn giltyp
S existiert eine Umgebung vonp in R? sowie eine bijektive Abbildung

X:U—-VnNnScR?, UcCR? offen (4.1)

mit den folgenden Eigenschaften:
i. X ist glatt (als Abbildung naciR?).
ii. Furjeden Punktu,v) € Uist DX(,,) : R* — R? injektiv.
iii. Die inverse AbbildungX—! : V' NS — U ist stetig, d.h. es gibtl’ c R? offen mit

VNS C W und eine stetige Abbildung : W — R? mitF‘V =X
N

Bemerkung 4.2 Definition 4.1 definiert eine zweidimensionale unendli¢liidferenzierba-
re, also glatte Mannigfaltigkeit!

Bedingunag (iii) ist wichtig, da sonst nicht erwiinschtdl&anoglich sind (z. B. Selbst-
uberschneidungen).

Der Tangentialraum einer regularen Flacha einem Punkp € S ist dann (vgl. Defi-
nition 4.1 fr Bezeichnungen)
7,8 = DX (X' (p)) (R?) = DX) ,E)CR
X—1(p
Bemerkung 4.3 Die Definition vor},S ist unablangig von der Wahl der Parametrisierung
X.

Definition 4.4 Eine Abbildungy : S — .# C R? einer reguéire FlachensS heilt differen-
zierbar (glatt), wenn gilt: Zu jedem € S gibt es ParametrisierungeX von S nahep und
Y von.# nahey(p), so dass

Y~lo polX

differenzierbar (glatt) ist. Ein Diffeomorphismuys: S — . ist eine bijektive glatte Abbil-
dung, deren Umkehrabbildung ! ebenfalls glatt ist.
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Ein Diffeomorphismusy : S — .# von Flachen veranlassestst die lineare Abbildung
von entschprechende Tangenzialrauniep : 7,5 — T,,,.# die durch

dip,(w) DY) DY ' opo X)‘Xl(p (DX) o )_1 (w)  (4.2)

He(p))

gegeben ist, wobei sind die Abbildungen

DX| 'R2- 7,8 und DY‘ L R? = T, M

X~1(p) Lp(p))

invertierbar nach Definition 4.1.

VAR
> =5

Fig. 4.1

Definition 4.5 Ein Diffeomorphismug : S — .# heil3t Isometrie, wenn gilt: & jedes
p € S und beliebiges Tangentenvekiore 7,5 ist

w| = |dpp(w)]. (4.3)

S und.# heilRen dann isometrisch.

Satz 4.6 Eine Isometriepr erhalt die erste Fundamentalform

w0 = I (w,0) = I, (dpy(w), dpy(0)) = dpy(w) - dipy(6) . (4.4)

Vice versa: Erfalt ein Diffeomorphismus die erste Fundamentalform, so igteine
Isometrie.
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Beweis:Bei einer Isometrieo erhalt das Differentiady den norm, dann gilt fiw, § € 7,5

wed = o {lw TP o [P} = 5w + B+ B) — L, w) — L@, D))
= e el + @), doylw + 0] ~ Ly [dgp(a), dgy(uw)]
- Igo(p) [d(p;,(ﬁ), dgpfl)({ﬂ)] }
= dpy(w) - dpy(w) (4.5)

und ist alsap eine Isometrie.

Vice versa: wenn die erste Fundamentalform erhalten hlééoin bleibt der norm erhal-
ten (setzev = 0 in (4.4)). [

Definition 4.7 Eine Abbildungy : S — .# heil3t lokale Isometrie (oder: S lokal iso-
metrisch zu.#), wenn gilt: zu jedenp € S gibt es eine Umgebung vonp (in R?), so
dass

SO‘VHS VNS —eplVnS)c A

eine Isometrie ist.

Fig. 4.2

Geometrisch Betrachte Kurven
¢ (—g,e)— 9, ey (—g,e)— 9,
die sich beit = 0 schneiden. Fur den Schnittwinkgbeit = 0 gilt

a(0)  (0) _ 4(0)-%(0)
O] [e(0)] [ (0)][e(0)]

cosf =

(4.6)



130 ELEMENTARE DIFFERENTIALGEOMETRIE

Unter einer Isometrieo : S — .# werden diese Kurven abgebildet auf
51 =Pocly, 52 = @Oocy, 51,52 . (—E,E)ﬁ,//, (47)
die sich ebenfalls bei= 0 (in ¢ (c1(0)) = ¢(c2(0))) schneiden.

Lemma 4.8 Eine lokale Isometrie istingetreu und winkeltreu: die e@lt die Vektornge
von Tangentenvektoren

wl = [dgp(w)]  VweTy(S), pes 4.8)
und den Winkel
G0 G0 O HO)
OO = 120 160] - ROl Bo] (4-9)

zwischen den abgebildete Kurven.

Beweis (4.8) folgt direkt aus (4.3), angenommen= w.
Fiir den Winkeb beit = 0 der Kurveny o ¢; undyp o ¢ in (4.7) gilt mit Hilfe von (4.8):

(pocr)(0)-(poc)(0) _ «(0)-(0)
(o) (0)l(woc)(0)  |c1(0)llez(0)]

= cosd. ]

cosf =

Beispiel 4.9 Betrachte
S =R, //l:Zylinder:{(x,y,z)eR3 : x2+y2:1}.
Es seip : S — ./ gegeben durch
©(u,v) = (cos u,sin u,v) .
Dann istp eine lokale Isometrie, dentifw = (w;,w,)" € R? da
dp(u,v)w = Oflavp(u, v)(w), W = (w1, ws,0)" € R® (natiirliche Einbettung!

wobeidet dp(u, v) = 1 ist invertierbar, und

—sinu 0 . —sinu 0 coswu
dp(u,v)=| cosu 0|, dp(u,v):=| cosu 0 sinu

0 1 0 1 0
dp(u,v)(w) - dp(u, v) ‘ (sin uw)wy, (cos u)wl,wg)}
= wi(sin® u + cos® u) + wj = |w|*. (4.10)

Da ¢ nicht injektiv ist, istp keine globale Isometrie (schon aus topologischeir@en nicht
moglich).
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Satz 4.10Eine lokale Isometrie : S — .# von zwei reguiren FlachenS und.# existiert
dann und nur dann, wenn es Parametrisierungén U — SundY : U — .# gibt so,
dass @ir die zugebrigen ersten Fundamentalformen gilt

&S =&, FS = F ¢S =4”  auf U. (4.11)

Beweis Zuerst behaupten wir die Existenz von Parametrisierudgenl — S,Y : U —
/. Beweisen wir, dass die Abbildung

o :=YoX':X(U)— .#. (4.12)

eine lokale Isometrie ist. In der Tat: es gef X (U) undw € 7,5 und

d d
X(a(0))=p und EX(u(t),v(t)) . = d—tX(a(t)) . =w (4.13)
sei die Kurve, wobeix(t) = (u(t),v(t))" eine Kurve inU ist. Dann gilt
w = %X(u(t), v(t)) =X, (O)u'(O) + X (O)v’(O) : (4.14)
=0 « «

Nun ist, wegen (4.2) und (4.12),

-1
D(¥~oyoXoX)| }{DX‘ ] (w)
X~p) X~1(p)

d ::[DY
() Y-1(p(0)) _

I= Identitat

u'(0) +Y,

o '(0) (4.15)

(0)

denn, wegen (4.12), (4.13),

Y (o) = V(Y 0 X1 (X (a(0)) ) = a(0)

und wegen (4.14)

{thlwydwgz[px )T4wo:dmy

a(0
Fur die jeweiligen ersten Fundamentalformen gilt

ey (w)[* = 1) ((diy(w), dpy(w)) = E7 () + 27U + 47 () (4.16)
wegen (4.15) und

w]? = I (w,w) = E5(u')? + 27500 + 9 (v')? (4.17)
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wegen (4.14). Nun, wegen (4.11), erhalten wir die ents@mald Gleichung
|y ()| = o], (4.18)

welche die behauptete lokale Isometrie beweist.

Nehmen wir zunachst an, dass: S — .# eine lokale Isometrieund : U — S eine
Parametrisierung ist. Dann it := p o X : U — .# entsprechend eine Parametrisierung
von . und es gilty,, = dy,(X,), Y, = dy,(X,). Andererseits bleibt das Skalarprodukt
gemal Annahme erhalten:

w0 =dpy(w) - dp,(0) Vw,0 € F,S.
Damit werden auch die Koeffizienten der ersten Fundamemtaén gleich
%=X, X, =dp, (X,) do,(X,) =Y, Y, =&
und ahnlich folgen die weiteren zwei Gleichungen aus (4.11 [ |

Beispiel 4.11 Fir eine RotationséicheS und die Parametrisierung
X(u,v) = (f(v)cos u, f(v)sin u,g(v))T
mit f(v) > 0 erhalt man
g=f F=0, 9=(f)+)
Angewandt auf das Katenoid
X" (u,v) = (a cosh v cos u,a cosh v sin u,av) (4.19)
erhalt man so
&% = a*cosh® v, FE =0, 45" = a*(1 +sinh®v) = a®cosh®v. (4.20)
Fur das Helikoid benutzen wir die Parametrisieruf®206)
X" (u,v) = (a sinh v cos u,a sinh v sin u, a ) (4.21)
und berechnen (s.0.)

&1 = a?cosh? v, FH =0, G — ¢% cosh®v. (4.22)

Satz 4.12 Katenoid und Helikoid sind lokal isometrisch.

Beweis Die Behauptung folgt mit Hilfe von (4.20) und (4.22) unreitiar aus Satz 4.10a
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Beispiel 4.13Ein einschaliger Kegel (ohne Spitze; vgl. Fig. 4.2)

z
Ky = {(x,y,z)T eER? : 2= ka2 +y2}, (4.23)
m
k = cot o > 0, O<a<§,
«
Y ist lokal isometrisch zur Ebenecx ist offenbar der
0 Offnungswinkel des Kegels. Definidié, ¢ R? und
U, C R? durch
Wy = {(p,H)T 0<p<oo, O<9<27rsina},
Fig. 4.2

U, = {(p cos B,psin 6,0)" : 0<p<oo, 0<6<2msin a}
und die Abbildungen
Fo= (Fy FLED)T : Wo — R,

Xo : Wo = Uq
durch
F.(p,0) = ( p sin a cos o sin « sin 0 cos '
A=A\ sina ) PP Gina )P RY) (4.24)
Xa(p,0) := (p cos 0, p sin Q,O)T, (p,0) € W,.
Wegen
kv a? +y? = cot a\/(ﬁé)z + (f§)2 = cot ay/p?sin®a
—peosa=F=z
ist

Graph E, = fa(Wa) C K.

Da (0,27 sin a) 3 6 —

_ € (0, 2m) bijektiv ist, stellt man fest, dass
S«

F, = faoXojl : Uaﬁ%\{(p sin «, 0, p cos a)T}

ein Diffeomorphismus ist.

Um nachzuweisen, dag§ eine Isometrie ist, berechnen wir die Koeffizienten deeerst
Fundamentalformifr U, :
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Fur die Parametrisierung des Kegelg, durchF, = F, 0 X, gilt ebenfalls
&En=1, Fo =0, G, = p*.

Damit ist (nach Satz 4.10)
Fo=(F,0X,)oX,!

eine lokale Isometrie.

Isometrien und Bogenknge Sei S C R? eine regulare und zusammenhangende Flache.
Wir wollen einen inneren Abstand aSfdefinieren. Dazu setzen wir figr ¢ € S

d(p,q) := inf {g(c) : ¢ — KurveinSvonp nachq} , (4.25)
wobei.Z(c) die Lange der Kurven bezeichnet.

Lemma 4.14 Das in(4.25)definierted ist eine Metrik aufS. Es gilt also:
i. dip,q) =0 <= p=q Vp,q€eSs.

ii. d(p,q) =d(q,p) Yp,q€S.
iii. d(p,q) <d(p,w)+d(w,q) Vp,q,w € S (Dreiecksungleichung!).

Beweis (i.) Folgt aus der Ungleichung(p, ¢) > |p — ¢| = euklid. Abstand.
(ii.) Trivial.
(iii.) Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, bemerken wierast das die Ungleichung

in den Fallend(p, w) = oo undd(w, q) = oo erfulltist. Fallsd(p, w) < oo undd(w, q) < oo
wahle Wege-; von p nachw undc; vonw nachg, so dass fue > 0 gegeben,

g(cl> + 3(02> S d<p7 U)) + d<w7 q) +e.
Der zusammengesetzte WegJ ¢, fuhrt vonp nachg, so dass
d(p.q) < L(a1Ucz) = ZL(a1) + ZL(c2) < d(p,w) + d(w,q) + €.

Dac > 0 beliebig war, folgt die behauptete Dreiecksungleichung. [ |

Charakterisierung von Isometrien.

Satz 4.15Ein Diffeomorphismug : S — . ist genau dann eine Isometrie, werim &lle
Kurvencin S gilt

L5(c) =L (poc). (4.26)
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Beweis Es seip : S — .# eine Isometrie und : [a,b] — S eine parametrisierte Kurve.
Da die Tangentvektoreri(¢) und (¢ o ¢)'(t), wegen der isometrischen Eigenschaft ygn
gleiche Lange haben, gilt

b b
£5(c) = / (1) dt = / (oo (t)|dt = L (p00)

und (4.26) folgt ummitelbar.

Es gelte nun (4.26), abersei keine Isometrie: es gebe ajseg S sowiel # w € T,(5)
mit (ohne Einschrankung “kleiner”)

L (w,w) < G, (dgp(w), dipy(w))
Seic : [—¢,e] — S eine Kurve mitc(0) = p, ¢/(0) = w, so dass
[ 0) = I (w,w) < I (dy(w), dgpy(w)) = |(p o) (O)] (4.27)

Wir kdnnen ohne Einschrankung annehmen, dass 0 so klein ist, dass (4.27) auch fur
t € [—e,e]gilt,da|d(t)] und|(poc)(t)| stetig auf—e, €] ist. Daraus folgt ein Widerspruch:

L5(c) = /_€ | (t)] dt < /_6 ‘(apoc)/(t)‘dt =L (poc). -

Korollar 4.16 Es seienS, .# zusammerdngende Rhchen,p : S — .# ein Diffeomor-
phismus. Istr eine Isometrie, so gilt

d°(p,q) = d” (¢(p),¢(q))  Vp,q€S. (4.28)

Beweis Seic eine Kurve inS vonp nachg, alsoy o ¢ eine Kurve in von ¢(p) nache(q).
Dann folgt
ZL%(c) = 2" (poo)

und somit
d®(p,q) = inf Z%(c) = inf L (poc) > inf L7 (¢) > d” (p(p), (q)).

Da auchpy™! : .# — S eine Isometrie ist, folgt auch die umgekehrte Ungleichumg)
damit die Behauptung. |

Bemerkung 4.17 Es gilt sogar dieAquivalenz (Vgl. siter)

¢ Isometrie = a5 =d” .
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4.2 KONFORME ABBILDUNGEN

Definition 4.18 Ein Diffeomorphismug : S — .# von reguéire Flachen hei3konform,
wenn gilt: r allep € S und allew, w € 7,5 ist

dipp(w) - dpp(w) = A2 (P)w-w, (4.29)

wobei\?(p) > 0 eine glatte Funktion au$ ist.
S und.# heil3en dann auckonform aquivalent.

Lokal konform definiert man analog zu lokal isometrisch (vgl. Definitioi)4.

Im Gegensatz zur Isometrie, die beides, winkel- und latrganst (vgl. Lemma 4.8), ist
eine konforme Abbildung nur winkeltreu.

Lemma 4.19 Eine konforme Abbildung edft die Winkel.

Beweis Fur den Schnitwinkef in ¢ = 0 for Kurveny o ¢; undp o ¢y in (4.7) qilt

(poc)(0)  (poc)(0) _ Ad(0)-c(0)
(o) (0)] [(poc)(0)]  Acr(0)][cy(0)]

cosf = = cos 6. -

Satz 4.20 Eine lokal konforme Abbildung : S — .# von zwei regwren FlachenS und
A existiert dann und nur dann, wenn es Parametrisierun§enU — SundY : U — . #
gibt so, dassifr die zugebrigen ersten Fundamentalformen gilt

&7 — )\QgS’ T )\2g57 G = \*@* auf U, (4.30)

Beweis Zuerst behaupten wir die Existenz von Parametrisierudgenl — S,Y : U —
. Da der Beweis dieselben Argumente wie der Beweis des Satr@denutzt, lassen sich
die Formeln (4.13)-(4.16) und (4.17) hier verwenden.

Lass uns beweisen dass die Abbildung (4.13) lokal konfotrWegen der Gleichungen
(4.16), (4.17), die fur loal konforme Abbildung gelten,duwegen Voraussetzung (4.30)
erhalten wir, statt (4.18), die Gleichung

|diop(w)|* = X2(p)|w]?, (4.31)

welde die behauptete lokal Konformitat beweist.

Nehmen wir anp : S — . sei eine lokale Isometrie und : U — S eine Parame-
trisierung. Dann ist’” := po X : U — . eine entsprechende Parametrisierung wgn
und es gilty,, = dp,(X.), Y, = de,(X,). Andererseits gilt gemafd Behauptung:

N -0 = doy(w) - de,(0) Vw,0 € Z,S.
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Damit werden auch die Koeffizienten der ersten Fundamemtaén proportional
NET = NX, - X, =dp,(X,)-dp, (X,) =Y, Y, =&

und ahnlich folgen die zwei weiteren Gleichungen in (4.31) [ |

Satz 4.21 Auf jeder reguliren Flache existiert eine lokal isotherme Parametrisierung
E=N, F=0, G=\. (4.32)

Damit ist jede regudre Flache lokal konform zur Ebene.

Folglich ist jedes Paar von regaten Flachen lokal konform.

Ohne Beweis m

Fir die Minimalflache ist der Beweis relativ einfach.

Beispiel 4.22Es seill C R? offen. Betrachte : U — R?, ¢(z,y) = (u(x,y),v(x,y))T,
wobeip holomorph sei, d.h. es gelten die CR-Differentialgleiayam

Uy = Uy, Uy = —Vy .
Mit N = {(x,y)T ceU: Ni=u+u, = 0} ist

¢ : U\ N — R? (4.33)
eine lokal konforme Abbildung, weil

(1, 0)2]* = u2 + 02 = ul +uj = N*,
|(w, )y |> = ul + v} = ul +ui = N,

(4, V) - (U, V)y = Uglly + Vz0y = Uyl — Uytly, = 0.

Beispiel 4.23 Wir betrachten die folgende Parametrisierung der Eintsgtére
X U—-§$? X (0, ) = (sin 0 sin p,sin 0 cos ¢, cos )", (4.34)

wobei
U=(0,7)x[0,27), Szzz{xER?’: |x\:1}.
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0 .
Setzev = log tan 5 undu = . Dann ist

v t 6 —v t
¢’ = tan — e = COU <
2’ 2’
0
2tan —
0 2 1
sin @ = 2tan — cos® — = 92 = — — = -
tan? © 41 e’ +e cosh v
2
cos? o sin? 0 1 — tan? 0 R
cos 0 = 2 gz gz—v — = —tanh v
cosz§+sin2§ 1+tan2§ evre
und daher
sinu cos u T
Y (u,v) := X (0(v), p(u)) = (cosh oy tanh v) : (4.35)
Fur die Koeffizienten der ersten Fundamentalformédirman
1 2
g:g:< ) , F=0. (4.36)
cosh v
Also liegt eine isotherme Parametrisierung vor und
Y= 82\ {(0,0,£1)T} - Y H(S?) =[0,27) x R C R? (4.37)

ist eine konforme Abbildung von der Einheitsé@hohne Nord- undi&l-polen zu Streife auf
Ebene. Diese winkeltreue Abbildung bildet die Meridiane- const. und die Breitenkreise
§ = const. auf entsprechende Geraden= const undv = const auf die Ebendu,v)" ab
(vgl. Fig. 4.4)). Die Abbildung heil3t Mercator — ProjektiiWeltkarte, 1569).

4.3 DIE PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DERFLACHENTHEORIE
SeiS C R? eine regulare eingebettete Flache, und
X:U—=§S, U C Rz,

eine lokale Parametrisierung die mit der Orientierung gorertraglich sei, dann lautet das
begleitende Dreibein an der Stelle v) € U mit X (u,v) =p

X(U)Bp%{Xu,XU,N}, N =X, xX,.
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Analog zu den Frenet'schen Formeln (2.16), sind die Vekiofg,, . . ., X,, darstellbar
in der Basis{ X, X,, N'}. Wir machen also den Ansatz:

(X =TH X, + T3 X, + b N,
Xuw =T1,X, + THX, + bio N,
Xow =13 X, + T2, X, + by N,
[ X =T, X, +T3,X, + b N,

(4.38)

wobei, wegen der Orthogonalitadt L X, N L X, gilt
by =Xy -N=-X,-N, =2,
bio=by =Xy - N=—-X,-Ny,=X,-N, =4, (4.39)
byo =Xy  N=-X,-N, ="

Die zweite und dritte Gleichung in (4.38) sind gleich 83, = X,,; dennbyy, = bo
(vgl. (4.39)) undl'}, = T'},, T3, = T'%, (vgl. (4.46) spater).

Wir verwenden die Weingarten Gleichungen
Nyo ==X, mit V) =bag”, Bx=[bag], Gy =][9"] (4.40)

(vgl. (3.112)) wobeliy! die inverse zu die Matrix der | FundamentalforBy, — die Matrix
der Il Fundamentalform unély = BxGy' = [b3] die Weingarten Matrix sind (vgl. (3.110)).

Die Gleichungen (4.38) schreibt man kirzer:

Xyous = D05 X0 + bagN . (4.41)

Die Gaul3 (4.38) und die Weingarten (4.40) Gleichungen karnmir zusammen in Ma-
trixform darstellen (vgl. mit Frenet'schen Formeln (2.)16)

X TL T2, by ][ X
Ope | Xuz | = | TY, T2, bao | | Xue |,  a=1,2. (4.42)
N B2 0 N

Die Koeffizientenl'] ; heiRen Christoffel Symbole der zweiten Art, und die Furtieio
Faﬁ-y = gﬁafgy (443)
nennt man Christoffel Symbole der ersten Art. Aus (4.43ytfol

gﬁwFaW’Y = gﬁwgwgrg’y - 550Fgm/ - Fg“/ ) (444)
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da¢”™g., = d5,, wobeidg, der Kronecker-Symbol bezeichne, alsg = 1, 5, = 0 fur

B#o.

Die Gleichungen (4.38) bzw. (4.44) heil3en Gaul3’'sche Diaustgsformeln (der zweiten
Ableitungen).

Als nachstes berechnen wir die Christoffel-Symbole: Aud1) folgt mit (4.43):
Xu(xuﬁ . qu — FZBXUO' . XuW - Fgﬁga'y — Faryﬁ . (445)

Wir erhalten daraus die Symmetrien

Fayg =Tgye  undmit(4.44) T7, =17, . (4.46)
Nun folgen aus
0 0
JaBy = %gaﬁ = % [Xua ' Xuﬁ] = Xuau'y ' Xuﬁ + Xua . XuﬁuW (447)

und aus (4.45), (4.43) die Gleichungen

Yopy = Faﬁv + Fﬁav = gﬁargfy + gaafgy (4.48)

Damit ergibt sich zusammen mit (4.46)

—YaBy T Yor,8 T Ipva = 2Llanp

und somit, zusammen mit (4.44)

1
Layg = 2 [9ar8 + 970 — Gasn] - (4.49)

Yw

Flﬁ - 97 [gaw,ﬁ + 9Bw,a — gaﬁ,w} . (450)

Nun folgt aus Formeln (4.49), (4.50) und Satz 4.10 unmitethe folgende.

Korollar 4.24 Die Christoffel-Symbole (erster und zweiter Art) lassern sllein aus den
Koeffizienten der ersten Fundamentalform und deren Alvigén berechnen.

Insbesondere: Alle geometrischendBen und Eigenschaften, die sich durch die Christoffel-
Symbole beschreiben lassen, sind invariant unter Isopretri
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Mit (u,v) undé&,.#,¥ lassen sich die Gleichungen (4.45) schreiben als

1 1
F111 = qu . Xu - §8U(Xu . Xu) = §@@u7

1
F121 - qu ' Xv - au()(u ' Xv) - §av(Xu ' Xu) = gu - éava

DO —

1 1
1—‘112 = Xuv : Xu = _8U<X’U, : Xu) = _gv = 1—‘211 )
2 2
1 1 (4.51)
1—‘221 = Xvu : Xv = §8U(X’U : Xv) = §gu = F122 )
1 1
F212 - va : Xu - av(Xu . Xv) - §au(Xv : Xv) - yy - §gua
1—‘222 - va . Xv - %av(Xv . Xv) - %gv .
Beispiel 4.25Fur die Rotationsflache
X (u,v) = (f(v)cos u, f(v)sinu,g(v)",  f(v) #0
gilt
&=, F=0, =[P +[gW)]. (4.52)
Daraus folgté, =0, %, = .%, = 0,9, = 0, sowie
&, =2ff und <, =2[f'f"+49"]. (4.53)
Mit (4.51)ergben sich die Christofel Symbole zu:
[y =T91 = - = ff, Loso = f'f"+9'9",
(4.54)
I'in =To1 =T = a2 =0.
Da
B 12 0 &0 1 g0
GX - 0 [f/]2 + [g/]z - 0 g ) GX - 0 g—l (4-55)
(vgl. (3.134) erhalten wir
_ _ _ 1
gllzéalzf 2’ 9122921:0’ 922:g 1_ (4.56)
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Mit (4.44)und(4.54)folgt:
I =9¢" T+ g%l =0,

I =¢*' T + g%l = % )
2 +1g]
[ly=g"T12+ "9 = ﬁ = Lv
- Pt (4.57)

I'% = g*' T+ g%l =0,
[y =g"Ta12 4+ gl =0,
1 rn I
2 _ 21 22 S+
5 =97 a2+ g% a0 = UE+gF
Beispiel 4.26 Fur dieisotherme Parametrisierung
E=G =X\, F=0 — ¢2=0=g", gt = A2 = g2
mit (4.51)und(4.44)folgt:
F111 = )\)\ua 1—‘121 = _)\)\U ) 1—‘112 - )\)\va
F221 = 1—‘122 = )\)\Uy 1—‘212 = _)\)\va 1—‘222 = )\)\va

Ay O (4.58)
1—%1:TZ%IOg)\:Fi:F%l:_F%m
A 0
IL,="I =12, =-I? ="2= —log \.
12 21 22 11 \ 9 0og
Differentiation der Gaul3'sche Darstellungsformel naéh
Xy =15,X, +b5,N (4.59)
(vgl. (4.41)) ergibt:
X ra = { T aXw + T8, X oo + bgyaV + by N | (4.60)
Mit X ;0 =19 X o + 0o N (vgl. (4.59)) undN , = —b< X ,, (vgl. (4.40)) folgt
X pra = {r‘gw +T9 1%, — bﬁyb@;}wi + {ngbm - bﬁw}N. (4.61)

Wegen der Symmetrie der dritten Ableitungen ght;,s, = X 3., = X .,3. Betrachten
wir also die DifferenzX 3., — X .,3 = 0, dann muss der Koeffizienten dem vor Vekfor,
immer Null sein. Wir schlie3en mit (4.40), (4.46) dass
=%, s+ 1510, — T 1% (4.62)

W e w
afy T I By* oo ay- of

By,

— b b2 — banb = 0™ (Bgybar — baybsr) (4.63)
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Analog gilt auch, dass der Koeffizient vor verschwindet:
Fg,ybga — Fgwbgg + bg»y,a - ba%@ =0. (4.64)

Die Gleichungen (4.63) heiReBaul3-Gleichungenund (4.64) nennt man di€odazzi-
Mainardi-Gleichungen. Zusammen sind sie aquivalent zu déamtr aglichkeitsbedingungen

X pra = Xans - (4.65)

Die Codazzi-Mainardi-Gleichungen (4.64) sind triviat fil = (3, wiederholen sich flr
(o, B) = (1,2),(2,1) und nur die folgenden Gleichungen sind essentiell:

My — Ny =T3 L+ (3 =Tyl = T3,  fur (a,8,7)=(1,2,2), (4.66)
Ly — My =112+ (T3 —Th) ol =130 fur (a,8,7)=(1,2,1).
Die Abbildung

RU V)W := R, UV'W'X,,  R:T,SxT,SxT,S—T,5 (4.67)

fur U = U°X,,V = VX 3undW = WYX, nennt man defRiemannschen Kriim-
mungstensor

FurZ = Z° X , folgt mit (4.67) und (4.63)
(R(U, VYW, Z) = Rop,c U VW27 | (4.68)
wobei die Koeffizienten durch
Ropyo = gowlip, = bgybaoc — barybpo (4.69)
gegeben sind, denyt“q,,, = d5,. Insbesondere folgt fur die GauR’sche Krimmung

_ det[bmg]gxg _ b11b22 — 6%2
det[gyglaxz 911922 — 915

(vgl. (3.116))

R1212 R1212
K =— = — 4,70
det[gw]gxg é‘)g — ﬁ? ’ ( )

sowie

R1212 = R2121 = _R1221 = _R2112 )

(4.71)
Raﬁ'ya =0 fur a”e Werten(aaﬁa e U) 7& (17 27 ]-7 2)7 (27 17 27 1)7 (]-7 27 27 1)7 (27 ]-7 ]-7 2) .

Die Gleichungen
Riztz = gauwRiy, = gou [Ty — T, 0 + 19, + 1% =TT T%,]

(vgl. (4.69) implizieren zusammen mit Korollar 4.24 dagkhde.
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Korollar 4.27 Die Gaul3'sche Kiimmungk, die urspiinglich durch die erste und zweite
Fundamentalformen definiert warahgt tat&chlich nur von den Koeffizienten der ersten
Fundamentalform sowie deren ersten und zweiten Ableituage

Da die erste Fundamentalform unten Isometrien der Flaslsgiant ist (vgl. Satz 4.10),
haben wir das folgende unbestritten wichtigste Ergebni®déerentialgeometrie bewiesen:

Theorem 4.28 (Theorema Egregium; C.F. Gaul3, 1827).
Lateinisch: Disquisitiones generales circa superficies/as.
Deutsch: Die Gaul3'sche Kimmung einer Fche ist invariant unter Isometrien. [ |

Wir wollen noch (fur eine spatere Anwendung) die Ideaitid.70) fur die Gauld’'sche
Krimmung einer Flache mit orthogonaler Parametrisigroerleiten: Mit.# = 0 erhalten

wir
& 0

G = [9v6]2x2 = @

und daher
g =&, g12 =921 =0, g2 =9.
Weiter folgt mit (4.43) und (4.51):

i 6 L 9, [io &,
L =——=_* 2, =—"==_"2=r2%, 2, — ——= — _ 7
U gn 28 P g 29 2 T ga 29 4.72)
rlo_ Log 9, rlo_ Fie & Il r2 _ oo 9, '
=—=—-2, =—=-5;=13, iy
2 gn 28 P gn 26 z 2 g 29

Mit
Rig12 = 922R%21 = gR%gl
(vgl. (4.69)) und aus den GaulR3-Gleichungen (4.63) erhalten

R _Riy
EYG &
1
= -5 [rgm — T3, + Ty + 05,15, — 'Y, — P%ll—gZ]
B _L % . @@v B (@@v)z I (gu>2 _ gugu + gvgv
= 35 29 T g7 T 269 T g2

K

4

4

und, folglich, wird Gaul3’'sche Krimmung als “Divergenz'rgestellt (Stokes):

s 8 ()& ()] ()
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Liegt sogar eine isotherme Parametrisierung vor, &h= 0,& = ¢ = \? > 0, so folgt
aus (4.73) leicht

1[0 20N 9 200\ Alog A
K——Q—Az[%(v)+%<vﬂ— o #.74)

Fur den Fall, dass die Koordinatenumgebund/) keine Nabelpunkte enthalt und die Ko-
ordinatenkurven die Krimmungslinien sind:

11
o — — _ | — I
s0m, n-b[Zed]
(vgl (3.119)), nehmen die Codazzi-Mainardi-Gleichungés6) folgenden Form an:
1 < N
%:igv {§+?] =91,
L e (4.75)

Aul3er den oben hergeleiteten Gaul? sowie Codazzi-Mainadetsittingen gibt es keine wei-
teren Vertraglichkeitsbedingungen; das ist der InhadtFlendamentalsatzes der FAichen-
theorie:

Theorem 4.29 (O. Bonnet)Es seien?, .7 ,9 sowie.Z, .# , ./ glatte Funktionen auf einer
offenen Mengd® C R? mit& > 0,% > 0.

Gilt auBerdem?? := det G = &4 — .2 > 0 und erfillen die Funktionen formal die
Gleichungen von Gauf3 und Codazzi-Mainardi, so gilt:
I. Zu jedemy € V gibt es eine Umgebunge U C V und eine injektive Abbildung:

X :U—R3, (4.76)

so dassX (U) eine reguére eingebettete Bkhe ist, und?’, # .9 bzw..Z, # , ./ die
Koeffizienten der ersten bzw. zweiten Fundamentalform degParametrisierungl
sind.

ii. Ist U zusammendmgend undX : U — R3 eine andere Parametrisierung, die den-

selben Bedingungen gégt (vgl. Abschnitt (i), so gibt es eine eigentliche Bevmggu
A=Top(T : R* — R3 Translation,p orthogonale Abbildung € SO(3)), so dass

gilt N
X=A0X.
iii. Ist Uzusammenéingend und sind die Anfangsbedingungen
X(po) =q€ X(U), (4.77)

Xalpo) = X € T,,(R?), a=1,2, N(p)=NOeR?,

INO| =1, NO_1Lx a=12, (4.78)
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erfullt, sind&, ., 9 bzw..Z, .# , ./ die Koeffizienten der ersten bzw. zweiten Funda-
mentalform bzgl. der Parametrisieruny, so ist die lbsung(4.76)eindeutig.

Bemerkungen zum Beweigvgl. Kiihnel [Ku,§ 3.4D] und do Carmo [Car, Anhang Kap.
4]). Wir suchen das DreibeifiX 1, X2, N} das vonu!, u* abhangt und dem System

([ Xy =T X + T2 X2 + b1 N,
Xz = T Xt + T3 X2 + 01oN = X2y
Xozyr = M3, X + T2, X2 + by N | (4.79)
Nt = b1 X1 — 02X,
Ny = —bs X1 — b3 X,

(vgl. (4.38), (4.40)) genugt, wobei die Koeffizientgp,, bo durch&, #Z,9 und L, A, N
bestimmt sind (vgl. (4.40)—(4.51)).

Die obigen5 x 3 = 15 skalar Gleichungen liefern ein System partieller Diffaraiglei-
chungen auf” x R? mit unbekannte’, Z, N € C*(U,R?), wobeiY = X1, Z = X, also
mit 9 unbekannten skalaren Funktionen

(Y0 =TLY +T12,Z + b, N,
Y =T1Y + L7 + biaN |
Zyp =T5Y +T1%,7Z +bpuN, (4.80)
Ny =-blY 1?7,
Np = —bY — 037,

Da 6 Gleichungen Uberfllissig sind, ist ein System des T$®0) in algemein nicht in-
tegrierbar. Aber nach dem Satz von Frobenius (Jahr 187 7)dsaSystem (4.80) mit den
Anfangsbedingungen (4.78) eine eindeutige Losung fai$algende compatibilitatsbedin-
gungen erfuhlt sind:

Yuz = Zu1 , Yu1 = Zuz .

Diese 2 Gleichungen (6 Skalargleichungen) sind aquivatanvertraglichkeitsbedingun-
genX .3, = X goy = X oyp und sind weiter aquivalent zu den GauB3 (4.63) und Codazzi-
Mainardi (4.64) Gleichungen, die wir verlangt haben.

Also, die Eindeutige Losung von System (4.80) existied bat die Eigenschaften:
N-N=1, N-Y=N-Z=0,
Y.V =6, Y. - Z =27, 7-72=9.

(4.81)

Um die Eigenschaften (4.81) zu sichern, leiten wir die Glaiy (4.81) ab und verwen-
den (4.79) (oder aquivalente (4.80)) die Ableitungen wredber derselbe 6 Grof3en von
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(4.81) auszudriicken. So erhalten wir ein System von 12efiart Differenzialgleichungen
(bezuglich(Y - Y),,Y -Y),,...(Z - Z),) die aus (4.80) gewonnen werde. Da das System
(4.80) bezuglich der Unbekanntéh = X ., 7 = X,», N mit den Anfangsbedingungen
(4.81) eindeutig bestimmt sind, besitzt die Losung diesBsghaften (4.81) automatish. An-
schliesend berechnet man mit (4.81) und mit (4.79) die KaefitenN - X 1,1, N - X 1,2
undN - X 2,2 von zweite Fundamentalform und Uberzeugt sich das diesaug#, .# und

A sind.

Nun untersuchen wir das System
0X 0X

mit der Anfangsbedingung (4.77). Dieses System ist inéelgar, wegen der Symmetrie
Y, = Z,, Die LosungX (u',u?), die wir gewinnen, besitzt’, % ,% und &, .# ,./ als
Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamentalform (dg81)).

=7z (4.82)

Wenn die Anfangsbedingungen (4.78) fehlen und zwei Losodg(u!, u?), X (u', u?)
existieren, dann sind die Koeffizienten der Fundamentaléor dieser Losungen gleich und
die entsprechenden Flachen sind zueinander isometrigchaicher Orientierung. Dann ist
die entsprechende lineare Abbildung

Aw) : RP =R, Aw) X (u) = X (v),  A(w)N(u)], = N(u)

korrekt definiert fur alle: = (u!,u?)" € U C R? und orthogonal(u) € SO(3), weil

AW) Xy - Aw) X = Xop - Xop = Xop - X, A@WN-Aw)N=N-N=N-N.

Es bleibt nur zu beweisen dad$u) = const (d.h. unabhangig von € U).
Leiten wir die obigen Gleichungen nochmals ab:

Xyoys = (AXuo‘)uﬁ = Ay Xuyo + AXyoys
Nyo = (AN)ya = Aya N + ANyo . (4.83)

Wegen der Symmetrieff® = ¢, Zg = b2 und f’;ﬁ = I'},, folgt aus den GauR und den
Weingarten Gleichungen:

Xu“'uﬂ - fZng "”gaﬁj\vf = AXyous
Nyo =P X6 = bPAX s = ANy . (4.84)

Da {X,1, X,2, N} Dreibein (linear unabhangig) ist, von (4.83) und (4.84yf@s A,. =

04 =0fura =1,2undA = const. u
ou®

Als Anwendung des Theorema Egregium wollen wir nun folgarigeebnis beweisen:
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Satz 4.30Die Splare ist die einzige regére abgeschlossene und kompaktadhe inR?
mit konstanter Gaufd’'scher Kmmungk.

Fur den Beweis brauchen wir einige Hilfsatze, die wir zadeweisen.

Lemma 4.31 Ist K > 0 auf einer FAcheS, und hatx; ein lokales Maximum ip € S, ks
ein lokales Minimum i, so istp ein Nabelpunktk, (p) = ka(p).

Beweis:Seix;(p) > ra(p). Wir verwenden ohne Beweis die folgende Tatsache (techeisc
Natur):

Dap kein Nabelpunkt ist,dnnen wir neue Koordinaten eiitiren,
so dass die Koordinatenkurven = const bzw.v = const die
Krommungslinien sindy < x1,v < ks).

Die Vertraglichkeitsbedingungen lauten wie in (4.75) @sdilt
L =ré&, N=r9. (4.85)
Aus (4.85) folgt
Ly = k1 + E(K1)w, Ny =9ko + 9 (K2)y - (4.86)

%, undN, eingesetzt in Codazzi-Mainardi-Gleichungen (4.75) eegetusammen mit (4.85)

29
gu = (KJQ)U7
K1 — K2
o (4.87)
Cgov = 1 — 1y (Kfl)v .
Mit (4.87) und (4.73) erhalt man:
269K = — 2 (1w — —2E (k1) (4.88)
K1 — R9 K1 — R9
+f1(u, v)(K2)u + fo(u,v) (K1), - (4.89)

Hierbei sindf;, f> beschrankte Funktionen. 0@ > 0 vorausgesetzt ist, ist die linke Sei-
te von (4.88) negativ. Dort, wa; sein Maximum undk, sein Minimum annimmt, muf3
natirlich gelten

(k1)o = (K2)u =0, (K1)ww <0, (K2)uu > 0.

Unsere Annahme wat; — ko > 0 in p, so dass die rechte Seite von (4.88) nicht negativ ist.
Dies ist ein Widerspruch und damit die Behauptung ist besvies [ |
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Satz 4.32 (S. Chern, 1945Es seiS C R? eine geschlossene, regut Flache mit positiver
Gaul¥’scher Kimmung. lar die Hauptkiimmungenm, k, geltex; > k, sowie

Ro = f(’%l)v

wobei f monoton fallend ist. Dann ist eine Sphre.

Beweis Da S kompakt ist, nimmts; in einem gewissen Punkt sein Maximum an und
wegenk, = f(k1) nimmt xy in p sein Minimum an. Dann gilt mit Lemma 4.34 (p) =

K2 (p)
Andererseits haben wir

rk1(p) > K1(q) > Ka(q) > Ka(p) = k1(p)

fur beliebiges; € S. Mit anderen Worten: Jeder Punkt atifst ein Nabelpunkt. Deshalb ist
S eine Sphare (vgl. Satz 3.51). |

Korollar 4.33 SindS undS regulare Flachen, isometrisch zueinander, undistine Spkre,
so ist auchS eine Sphre (mit demselben Radius).

Beweis Ist S eine Sphare, dann gits = ¢ > 0; ist S isometrisch zuS und daherk z =

Kg = ¢ > 0.NunistK = ¢ = Kiko, alSOKky = < und der Satz 4.32 von Chern ist
K1

anwendbar. [ |

Korollar 4.34 Ist S eine geschlossene regue Flache positiver Gauld'scher KKmmung.
Hat S eine konstante mittlere KKmmung, so is§ eine Spéhre.

Beweis:Aus2H = ki+ko = cfolgt ks = c—~k; und der Satz 4.32 von Chern ist anwendbar.
[ |

Beweis des Satzes 4.3@ffenbar muRK = ki;ky > 0 sein, da es keine geschlossenen
Flachen inR? mit K = 0 oderK < 0 in allen Punkten gibt.

In der Tat: Es seBx(0) := {z € R® |z| < R} ein Kugel inR?* mit Radiusk. Weiter sei
S C Br(0)undRy =inf {R>0: S C Br - Dann beriihren sich undS; := 0B, (0)
in mindestens einem Punkte S N .S, und es giltl,, S = 7,,5,. S liegt ganz auf einer Seite
der Tangentialebene &hin p. Die FlacheS berihrt die Tangentialebene nurpnAlso ist
p kein hyperbolischer oder parabolischer Punkt yo(sonst wiirde die Flache auf beiden
Seiten der Tangentialflache liegen). Difp) > 0. Dass tatsachlick’(p) > 0 gilt, folgt aus

der Betrachtung der Normalschnitte. Ein Schnitt fithat NormalkrUmmungR—, weil der
0

. . . 1
Schnitt mitS eine Normalkrimmung A hat.
0

Jetzt folgt der Beweis des Satzes 4.30 wie in Korollar 4:38, = K = const > 0.

. K .
Nun istk, = — fallend und der Satz 4.32 von Chern ist anwendbar. (]
R1
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4.4 DIE KOVARIANTE ABLEITUNGEN

Im folgenden seiX : 2 — R? eine regulare glatte Flache.

Fur Innere geometrie sind nur Tangentiale Vektorfeldanteressant. Die Ableitungen
0,V undo,V konnten aber nicht tangential sein.

Es sei?' (X) die Menge der tangentialen Vektorfelder
V:Q—R?,

d.h. furw € QistV(w) € T, X.
Jedes/ € 7 (X) kann geschrieben werden als

V(w) = VHw) X (w) + ViHw) X2 (w) = VY (w)X o(w) (4.90)

fur w € Q, wobeiV!, V2 € C*(Q) glatte Funktionen sind. Also, m§(X) := C>(Q) ist
¥ (X) ein§(X)-Modul, d.h. sindf, g € F(X)undV, W € ¥(X), soist

fV+gWe¥v(X),

wobei natirlich
(fV+gW)(w) = f(w)V(w) + g(w)W(w).

IstnunU = U*X, € 7 (X) gegeben, so definieren wir einen Differentialoperdipr:=
U,0, auf§(X) durch

(Lo f)(w) := Ua(w) 8 f(w) = Ua(w) f.a(w) (4.91)

Den Differentialoperator.;; definiert man auch auf tangentialen Vektorfeldéfne
¥(X),V =VPX 5 durch

(LyV)(w) = (Uo‘aa(VﬁX,ﬁ)) (w)
= U*(w)V’(w0)X ap(w) + U*(w)VE(w)X g(w). (4.92)

Hier gibt es ein anderes Problem: Die Gaul3’'schen Formedi4iefern
LyV = [UV] + LUV X, + bogUVIN . (4.93)

Da der letzte Summand den Normalenvektoenthalt, istL;; " kein tangentiales Vektorfeld
mehr.

Furw € Q seinunP = P(w) : R® — T,X die orthogonale Projektion auf den
TangentialraunT’,, X von X in w:

P(w)[U*(w)X o + b(w)N] = U*(w)X,a, U=U"X,€V(X). (4.94)



4. INNERE GEOMETRIE VON FIACHEN 151

Wir definieren nun eine Abbildung
D :¥(X)x¥(X)— V(X), (4.95)
durch
DyV (w) := P(w)[(LyV)(w)] = [U*VI +TL,UV7] X, weN  (4.96)
(vgl. (4.93)), wobell = U*X , € ¥ (X),V = VPX 5 € ¥(X). Insbesondere folgt

Dx Xpg=T)X,. (4.97)

Aus (4.93) und (4.96) folgt
LyV = DyV + bogU*VPN = DV + 11(U, V)N, (4.98)
wobeilI(U, V) die zweite Fundamentalform.

Definition 4.35 Die AbbildungD in (4.95) die jedem PaafU, V') von tangentialen Vek-
torfeldern aus? (X)) ein weiteres tangentiales Vektorfeld},V' € 7/ (X) zuordnet, heif3t
Kovariante Ableitung auf der FEcheX'.

Lemma 4.36 Die kovariante Ableitund);; hangt nur von der ersten Fundamentalform ab
und ist invariant unten Isometrien zwischeadhen.

Beweis:Das folgt unmittelbar aus der Definitionsformel (4.96) urat&llar 4.24. [ ]

Lemma 4.37 Die kovariante Ableitung eidllt die drei Regeln des Zusammenhangs:
K.1. DylaV + W] =aDyV + 6DyW, o, €R,
K2  DpgW = fDyW +gDyW, f,g€eF(X), (4.99)
K3.  DylfV]=(Luf)V+ fDyV, [eFX),

fur beliebige tangentialvektorfeledét V, W € 7/ (X).

K.4. Fur das Skalarprodukt auf’, X (d.h. {ir die erste Fundamentalform) gilt eine
Produktregel:

Lo(V,W) = (DyV, W)+ (V,DyW),  UW e ¥(X). (4.100)

Beweis:So folgt z.B., K.3 direkt aus der Definition van und der Produktregel fuf;;:

Dy[fV]=P[Ly(fV)] = P[(Lvf)V + fLyV] = (Lu f)V+fPLyV = (Ly f)V+fDyV,
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daPV =V undP linear ist. Um (4.100) zu beweisen wenden wir (4.98) an:

LU(V7 W) = (LUV7 W) + (V7 LUW)

U28) DV + b U VAN, W) + (V, Dy W + bW N)

= (DyV,W) + bogU*VE(N, W) 4 (V, DuyW) + bogUWP(V, N)
= (DuV,W)+(V, DyW)
dennU = U*X ,, W =W*X,, V,IW € ¥(X) und somit(N, W) = (V, N) = 0. [ |

Definition 4.38 Der Kommutator zweier Vektorfeldet/,V € 7'(X) (Lie Klammern, Lie
Ableitung) ist als die Abbildung

(U, V] :=DyV —DyU = LyV — LyU = [U*VE = VUS| X 35,

(4.101)
[] = V(X)) x V(X)) = V(X)
definiert.
Es gilt offenbar
DyV = DyU + [U, V] (4.102)
und fur den Riemannschen Krummungstensor verifiziert:man
R(U,V)W = DyDyW — DyDyW — Dy
= [Dy, Dv]W — DyyW , (4.103)
wobei, analog zu (4.101),
[Dy, Dy] := DyDy — Dy Dy (4.104)

den Kommutator der Operatorén; und Dy bezeichnet.

4.5 GUNTER SCHE UND STOKE'SCHE ABLEITUNGEN

Das VektorfeldU € 7/ (X) konnen wir auch in kartesischen Koordinaten darstellen:
U=UX,=U, e € F(X), (4.105)

wobei{e!, €2, ¢} die kanonische Basis d& darstellt (vgl. (1.29)),

Fur Funktionf € C'(Q2x) und die vektorfeld/ = U%¢,, € C'(Q2x), die in der Umge-
bungQx C R? der FlacheX () definiert sind, definiert man dieichtungsableitung:

(Vo f)(w) := U (w)0af(w) . (4.106)
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Nun ergibt sich folgendes Problem: Die Funktipne §(X) ist nur auf der Fiche.” =

X (€2) definiert und es besteht kaum die Moglichkeit Ubliche Atblegeno; f = 8%
berechnen, zumindest nicht fur alje= 1,2,3. Um zu sehen, dass (4.91) denr{och Sinn
macht, suchen wir eine glatte Kuree= (c',c?,¢*)" : R D [a,b] — . = X(Q) die U(w)

als Tangentialvektor am Punkt= c(¢) hat, also(¢) := d(;—it) = Ulc(t)). Jetzt redefinieren
wir die Ableitung (4.91) als diRichtungsableitungin RichtungU € 7/(X) gemal:
(Vo)) i lim £ = L)

e—0 £

fzu

(4.107)

Um die Aquivalenz der Definitionen (4.91) und (4.107) zu begrimainnern wir uns
daran, wie man die Ableitung fur die Kompositigc(t)) definiert:

@ — folc))éa(t) = (Vb)) - () = Un(w)Fo(w) = (Vo f)(w),

wobei Vf = (0.f,0.f,0sf)" den Gradienten vorf bezeichnet und = (¢!, ¢2,¢3)" €
¥ (X) das tangentiale Vektorfeld ist.

Fir das des Normalenvektors (Gaul3-Abbildung) im kartesis Koordinatensystem
(vgl. (4.105))

N(w) == (Ni(w), Na(w), Ns(w))" = N, (w)e”, w € . = X(Q) (4.108)
Normalableitung (in Richtung des Normalenvektof§ 1 7 (X)) ist
Vne = Nyoop, o€ CH.Y). (4.109)
Die Gunter'sche
Do) = 0ath — NoV N =V p 1, e F(X), a=1,2,3 (4.110)
und dieStoke’sche
Mop) = NoOpth — NgOop = Vi, Y €F(X), «a,0=1,2,3 (4.111)
Ableitungen sind Beispiele fur Tangentialableitungesml die generierenden Vektorfelder
Dy = €* — NoN = (00, — NN, )e", Mg = NyeP — Nge® (4.112)
a,f=1,2,3,
sind tangential, also gilb,,, M,; € 7/ (X) oder anderes gesagt
Dy-N=M,3-N=0, a,f=1,2,3. (4.113)

Daher sind diese Ableitungen fur Funktionere F(X) wohldefiniert (vgl. (4.107)).
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Lemma 4.39 Die Gunter'schen Ableitungef,, sind invariant unter reg@rer Parameter-
transformation

0 0—Q, det Dp(u,v) #0, Y (u,v)" €Q

der Flache.” = X (Q).

Die Stoke’'schen Ableitunge#., ;s wechseln nur das Vorzeichésign det D(p) M beI
regularer Parametertransformation und sind invariant unterestierungstreuer Parameter-
transformation et Dy (u, v) > 0).

Beweis Da die AbleitungernZ, und.#,s nur vom NormalenvektolN (p) abhangig sind,
folgt das Resultat aus Lemma 3.14. [ |

Nur zwei der drei Gunter'schen Ableitungén, %,, 9, sind linear unabhangig und es
gilt:
N,2,=0. (4.114)

Analog sind nur zwei der neun Stoke’schen Ableitung#f ,...,.#,, linear un-
abhangig und die folgenden Gleichungen sind leicht zifizesien:

,//aa = 0, ,//aﬁ = —%ﬁa, 5aﬁnya%ﬁ~/ = 0, (4115)
wobeie, g, Permutationsvorzeichen bezeichnet:

Caay = €afa = €app = 07
capy = 1 wenn {«a, 3,7} gerade Permutation von{1, 2,3},
€apy = —1 wenn {a, §,~7} ungerade Permutation von{1,2, 3}.
Die Gunter'sche und die Stoke’sche Ableitung sind abigaugneinander:
Do = NyMo, Mop=NoD3— N3P, . (4.116)
Lemma 4.40 Sei.¥ = 0% eine regudire geschlossene &the, die das kompakte Gebiet

% C R® umschlieRtN (1) = (Ny(7), No(7), N3(7))" sei der Normalenvektor (die Gauss-
Abbildung), der nach auen zeigt.

Die Stoke’sche Formel
% (AMopp)(T)do =0 (4.117)
7

gilt fur alle o, 8 = 1,2, 3 und beliebigey € C!(.¥).
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Beweis Nehmen wir voribergehend an, dasslie Spury = @}y einer Funktion® €
C?(Z) ist. Zweimaliges Anwendung des GauR’schen Satzes in dereEbe

/ 0aP(y) dy :% No(1)p(7) do a=1,23 (4.118)
% 52

ergibt:
/ (0a05%)(y) dy = 74 No()(959)(7) dor,

[0a:a0)dy= § N1 @) (r) do

Dad,03® = 030, erhalten wir durch Subtraktion (4.117).

Wir bemerken an dieser Stelle ohne Beweis, dass die MengEuwtdtionen mit Spur
p = ®|,, (P € C*(x)), dicht in C'() ist. Andererseits ist die Stoke’sche Ableitung
tangential und kann auf eine Funktion angewandt werdemuti@uf.” definiert ist (vgl.
(4.107)), also zyp € C*(7). Dafur gilt die Formel (4.117) fur beliebige € C}(7). =

Mit Ay, = A* bezeichnen wir im Folgenden d&ualoperator eines stetigen linearen
Operators4, wenn gilt

(AD, V), = (O, A* D)z @, T € C°(R") (4.119)

bezlglich desSkalarproduktes auf dem ganzen Euklidischen R&tim

(@, T)gn = jq{ (y) - U(y)dy, O, e C?(R"). (4.120)

Die dualen Operatoren zu Differentialoperatotenund.#,z aufR" sind wohlbekannt
und die entsprechenden Gleichungen sind leicht nachweisib&lilfe partieller Integration:
(Za)inte = Dp = —Oatp + 0, [NVNaSD} )
(4.121)
(Map)intp = Migp = —05[Na] +0a [Nsp] .

Der Dualoperator

(Be,¥)y = (¢, By)y  ¢,0 € CF() (4.122)

bezuglich desSkalarproduktes auf der Bthe.” = X ()

(o) = f/ o) Ty do, g€ CX(F) (4.123)

lautet anders. Es gilt namlich das Folgende:
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Korollar 4.41 Dualoperatoren{Z,)*, zu den Ginter'schen Differentialoperatoret,, schrei-
ben sich als
(Za)y = —Datp + NoHy (4.124)
wobei
Hy = divN = O,N, = DN, (4.125)

und(n — 1)~'2#, die mittlere Krmmmung darstellt (chne Beweis).
Die Stoke'schen Ableitunge#,,; sindschief-symmetrisch aut.”:

(Mop)yy = —Mop = M - (4.126)

Beweis Mit (4.117) beweisen wir (4.126)

§ (st D)er) o = fﬂaﬁ D] do = § ) (A7) do

= —§ U)o, v €CHF) @20)
denn.ﬂag[@bgp] ( aﬁw)¢+¢( aﬁ@p)
Mit (4.116) und (4.126) erhalten wir weiter
(Zo)5p = —MapNpp = (Nas — N3Oa) Npgp

= No(0sNg)e + NaNgdsp — N3(0aNg) o — NjOae
1
- Najfyﬁp + NavN "2 5804]\[590 - 0ag0

= —Dyp+ Ny oy, a=1,2,3,

daN? = |N| = 1. Die Gleichungd,N, = Z.N.,, behauptet in (4.125), verifiziert man
ahnlich:

DNy = 0uNy — NoyNOs Ny = Hy — 8ﬁN2 Hy . u

4.6 X-GRADIENT UND X-DIVERGENZ

Zu f € §(X) betrachten wir di®ifferential-1-Form w; gegeben durch
wi(V)i=Lyf=Vef, fur V=VoX,,K6 Ve¥(X). (4.128)
Dann gibt es zy genau ein Vektorfeld x € 7 (X), so dass gilt (vgl. Satz 1.18)
wi(V)=(Vxf,V) firalle Ve 7(X). (4.129)
Das Vektorfeld nennt man det-Gradienten der Funktionf € §(X).
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Lemma 4.42 Wir erhalten so eine lineare Abbildung

Vi : F(X) = V(X))

fur die mit
Vxf = /X, (4.130)
folgt
fo=9"fs. (4.131)
Insbesondere,
Vxfl' = fa=9""fafs. (4.132)

In dem kartesischen Koordinatensystem ({4)/105) schreibt sichV y als
Vxf=9xf = (Df Df, 95f) . (4.133)
Lyf=@xf,V)=V,2,f VV=Ve eV X), VfeFFX). (4.134)

Der X-Gradient ist invariant unter einer orientierungstien Parametertransformation
¢ Q — QderFlache.” = X (Q).

Beweis:Zum Beweis von (4.131): Es gilt
(U, V) = gopUVP  fur  U=UX,, V=V’Xs, UVe¥X)
daX, - X = gug. FUrU® = g f 5 gilt insbesondere
(U V) = Gop 9™ F5 V7 = 030 f V7 = f5V7 = Ly f |

alsoU =V f.
Wir berechnen die Lange des Gradienten:

(Vxf.Vxf) = gapf 7 = gap 9 fof* = [ fa

und erhalten Gleichung (4.132).
Da

grad f = (8., 051,05f) = Dxf + (Vnf)N (4.135)
(vgl. (4.110)), vobez f tangenzial is{Zx f, N) = 2, f, N, = 0, erhalten wir

(grad £,V) = (Zx ,V) + (VN )N, V) = (Zx f. V) + VN f (N, V) = (Zx [, V)



158 ELEMENTARE DIFFERENTIALGEOMETRIE

furalleV € 7 (X) daVy f skalar ist. Damit sind (4.133) und (4.134) bewiesen.
Die letzte Behauptung tUber die Invarianz des GradieRtgrfolgt aus Lemma 4.39m

Es sei nuni?V € ¥(X) festundAy, : ¥ (X) — #(X) definiert durch die kovariante
Ableitung
Aw (V) := DyW | Ve?vX).

Diese Abbildung is§(X)-linear, d.h. es gilt (vgl. (4.96).K.2)
Aw(fU +gV) = fAw(U) + gAw (V).

Wir berechnen die Matrix bzgl. der Bas{sX;, X, }. FurV = V*X , erhalten wir aus
(4.96)
Aw (V) = [VOW7 + T VW] X .

Bezeichnet alse#y = [a] ], , die Matrix von Ay, so gilt
al =W, +T7,W°.
Die Spura; + a3 von <4y nennt man di&X-Divergenz des tangentialen Vektorfeldés:

divxW = Spur #Ay = aj + a5 = W+ T2,W7. (4.136)

«,

Durch Differentiation der Determinante
g=detGx = g11922 — g1 » Yo = gpa = Xa - Xg,
der ersten Fundamentalform und Verwendung der Formel
Xuous * Xyy = Fgggm,

(vgl. (4.45)), erhalten wir
Osg=9p = 2922X15 X1 +2911X 25 Xo—2g12X 15 X2 —2912X 1 X o

= 202 [Fiﬁgll + F%ggm] + 2911 [Féggm + 1%5922] — 2612 [Pigglz + F%ggm]

—2go1 [Féggn + 1%5921}

= 2(g11922 — 952) 15 + 2(911922 — 932)T55 = 29105,

also

o« _ Y 1
re, =22 = — 959 (4.137)

Aus (4.136) und (4.137) folgt

1

1
divyW =W + — (0 Wh = — [95/gW"] ,
x , \@(5\/5) \/5[5\/5 ]
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d.h.
divyW = 1 [VgW?] . (4.138)
VY9 “

Definieren wir nun eine lineare Abbildurg : §(X) — §(X) durch
AXf = diVX [fo] y (4139)
so erhalten wir mitVx f = [¢*? f 5] X . und (4.139)

Axf = [\v/99*70sf] . (4.140)

1
9,
V9
Man nenntA x denLaplace-Beltrami-Operator auf X.

Theorem 4.43 Die X -Divergenz des tangentialen Vektorfeldes in kartesisétwamdinaten
schreibt man als

divyU=2U,, U=U*X,=U, €.F(X). (4.141)

Die X-Divergenz ist invariant bemlich einer orientierungstreuen Parametertransfor-
mationy : Q —  der Flache. = X (Q).

Entsprechend hat der Laplace-Beltrami-Operator in kagelsen Koordinaten die Form
Axo=P20 =0+ Dso+ D50, €FX). (4.142)

Er ist invariant berglich einer orientierungstreuen Parametertransforrnatundsymme-
trish auf die Fache(AX); = Ay, d.h.,

AxUV)y =—U,Ax V) VUV eFX). (4.143)
Beweis:In kartesischen Koordinaten definiert man die X-Divergdazlan zum X-Gradienten
negative dualen Operatdivy = (Vx)_, (wie auch inR"):
(Vx V) =—(f,divk V),  feCX), Ue¥(X). (4.144)
Also, mit (4.124) erhalten wir
divy U = =(Vx), U = (Za)Ua = DaUs — NaH5Uys = DU — HyN - U = DoU,
dennU = (U, UQ,Ug)T tangential ist undv - U = 0.

Die Behauptung uber die Invarianz der X-Divergenz folgt Beamma 4.39.
Mit (4.141) erhalten wir (4.142) und die Selbstadjungieiti4.143) folgt well

(Ax)), = (dive V) = (Vx) (divx) = divy Vx = Ax.

Die Behauptung tiber die Invarianz von der X-Divergenz uesildaplace-Beltrami Ope-
rators folgt aus den Lemmata 4.39 und 4.42. [ |
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4.7 PRALLELVERSCHIEBUNG UND GEODATISCHE

SeiX : R? D Q — R? eine regulare Flache und es sei: [a,b] —  eine Kurve in,
sowiec := X o w die zugehorige Kurve auX..

Definition 4.44 Ein Vektorfeld
V :a,b] — R?

hei3ttangential langsder Kurvec, falls fur alle t € [a, b] gilt:
V(t) c Tw(t)X = Tc(t)X.

7. bezeichnet die Klasse der tangentialen Vektorfeldegsc.

Fur ein beliebiges tangentiales Vektorfélde 7. langsc konnen wir schreiben
V=V({)=V')Xa(wd), telab],
und man definiert dikovariante Ableitung

DV (t)

a <
durch
b Zt(t) — P (w(t)) [%V(t)} | (4.145)

Hier ist, wie obenP(w) : R®> — T, X die orthogonale Projektion auf den Tangentialraum
(vgl. (4.100)). Insbesondere folgt

d DU dU DV av
EU'V_ WJF(I_P)E}V U-{WjL(I—P)E}
DU DV
_W'VJFU'W (4.146)
fUrU,Ve%denn(I—P)%-V:O.
Da
av

= = VX (@) + VX ()i

liefert die Gaul3'sche Darstellungsformel

DV

- _ |y Y yaB
— V74T,V X (). (4.147)



4. INNERE GEOMETRIE VON FIACHEN 161

Insbesondere fitr= s (d.h.c ist nach Bogenlange parametrisiert) und
Vi(s) =¢é(s), é(s) = V(s) = Ky5(s) + kN (s),

De
d_c = P(w)é = kys, (4.148)
S

dennPN = 0. Es folgt:

Lemma 4.45 Die geoditische Kiimmungs,(s) von c(s) ist genau dann identisch Null
kge(s) = 0, wenn gilt

D
— =0, (4.149)
ds

bzw. wenn gilt (vgl(4.147)

— = far v =1,2 4.150
ds? thap ds ds ur- ’ ( )
dennc = X o w impliziert¢ = w* X, (w) und(4.147)ist anwendbar. -

Definition 4.46 Allgemein nennt man Kurvetit) = X ow(t), die den Gleichungef#.150)
(oder der Gleichung4.149) geriigen, mits ersetzt durchi, geodatische Kurven oder
Geodatischeauf X.

Die Gleichunger{4.150)(und(4.149) heil3en dieDifferentialgleichungen der Geodati-
schen

Korollar 4.47 Geoditische Kurven auk sind invariant unter Isometrien: die isometrische
Abbildungy : X — Y bildet jede geodtische Kurve: auf X auf eine geodtische Kurve
¢(c) aufY ab.

Beweis:Das Resultat ist wahr welil, die Gleichung der geodatiséhene (4.150) in Cristof-
fel-Symbolen geschrieben ist und diese Symbole invariatgrdusometrien sind (vgl. Korol-
lar 4.24). [

Definition 4.48 Ein Vektorfeld) = VX ,(w) € 7. heil3tparallel, falls langsc gilt

DV
- _ 4.151
dt 0, ( )

d.h. falls

VI Vool =0,  y=1.2. (4.152)
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Aus(4.146)folgt, dassifir parallele Vektorfeldet/, V' € 7, gilt
U(t) - V(t) = const auf [a,b],

insbesondere also
DU _ DV _

= const falls =—=0,

|U(t)| = const, cos 0(t) = W dt dt

wobei [0, 27) 3 6(¢) :={U(t),V(t)}.

Korollar 4.49 Parallele Vektorfelder haben konstantarige und der Winkel zwischen zwei
parallelen Vektorfeldern bleibt konstant.

Fur geoditische Kurve ist tangentvektor parallel (vg4.149)und (4.151). [ |

Da das Geschwindigkeitsfeldeiner Geodatischen parallel {8{¢)| = const, es folgt:

Satz 4.50 Jede Geodtische (d.h. bsung vor(4.150)oder von(4.149) ist proportional zur
Bogenéinge parametrisiert. [ |

Korollar 4.51 Fur jede Geodtische ist die geditische Kiimmung gleich Null, dé4.148)
bis auf einen konstanten Faktce ()) gilt.

Wir betrachten jetzt daSnergiefunktional

b
Ble) = % / e(t) Pt (4.153)

sowie dad angenfunktional

L(c) = / 6 (t)|dt (4.154)

fur Kurvenc = X ow : [a,b] — R? auf X.

Fir eine gegebene Kurveund ein tangentiales Vektorfeld € 7. langsc wollen wir
die ersten Variationen
SE(c,V) und  dL(c, V)

definieren und berechnen. Dazu betten wir die gegebene K(tvén die differenzierbare
Familiey(t,¢), (t,e) € [a,b] x (—¢o,€0) Von Kurveny (-, ) auf X ein, so dass gilt
¥(t,0) = c(t)
und
Lo =v
D B '

e=0
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Es folgt
s (t:e)l =V(t).

e=0

Mittels der Familiey (¢, ¢) erhalten wir eine Abbildung

E : (—e0,80) — R,

gegeben durch N
E(e) == E(¢9),
und es folgt
d ~ 1 o970 0
PO = o) e [a_ aﬁ“vé‘)} L
2 o 0 b .
= é(t) - (t,e) dt:/ ¢(t) - V(dt) dt
/a 0e Ot o u
b DV
= /(; C- W dt s (4155)
denn¢ € 7,. Da das Ergebnis nur vanund vonV abhangt, setzen wir
d b DV
0E(c, V) := dgE(w( g)) B _/a - Wdt (4.156)

Eine analoge Rechnung filrund die entsprechende Definition ergeben insgesamt

dt b DV dt
— =2 / (o . (4.157)
o le(t)] a dt |e(t)]

FurV € 7. mit V(a) = V(b) = 0 liefert eine partielle Integration in Gleichung (4.156)

5L(c,V):2/ é(t) - aﬁgtzﬁ( £)

SE(c,V) = — SC vt (4.158)

a

Ist c aulRerdem proportional zur Bogenlange parametrisiest,|&lt)| = const # 0, so folgt
aus (4.157)

2 b Deé
ct)] J, dt

SL(c,V) = — Vot (4.159)

Vom Standpunkt der Variationsrechnung aus, muss gelten
0E(c,V)=0 VVe¥, mit V(ia)=V(b) =0,

was zu De
d_tc =0, alsozu (4.149) aquivalentist
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Weiterhin haben wir

|¢(t)| = const : 0L(c,V) =10 VVe?, mit V(a)=V(b) =0
und dazu aquivalent
De_y d.h. (4.149)
7 =0 h. (4.

(Variationen der Kurve, wobei Anfangs- und Endpunkt festbleiben).

Es folgt: Die Gleichung(4.149)ist die Euler-Gleichung des Energie-Funktion&lc),
und auch die Euler-Gleichung desihgen-Funktionald.(c) (wenn man sich auf Kurven
beschiankt, die proportional zur Bogeahge parametrisiert sind)

Satz 4.52 Geoditische minimieren (lokal) diednge und die Energie. [ |

Beispiel 4.53 Geodatische auf dem Zylinder. Es sei
S ={(z,y,2) ER?: 2+ = 1}

der senkrechte Zylinder tber dem Einheitskreis.
Die Parametrisierung : R? — S C R?® mit

X (up,ug) = (cos uy,sin uq, us)

ist eine (lokale) Isometrie (vgl. Beispiel 4.9 und Satz 4.10

Da der Zylinder lokal isometrisch zur Ebene ist, sind diedBilder Geodatischen auf
einer Ebene (d. h. die Bilder von Geraden) die Geodatisabhédem Zylinder (vgl. Korollar
4.47).

Es sei dazu
p=X(0,00=(1,0,0) und abeR, a®+b*=1 fest.
Wir betrachten die Bilder der Geraden
wWap(s) := (as,bs), seR,
die durch(0, 0) in R? laufen und mittels
cap(s) = X ow(s) = X(as,bs) = (cos as,sin as, bs) .

auf Zylinder abgebildet werden,;, sind Geodatische Kurven auf defrdie durch der Punkt
p laufen.
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A T3 3 Falle:

— — a=0: we(s)=1(0,bs)

<~ can(s) = (1,0, +s)

—— “senkrechte Gerade durgh.

<: oy b=0 : wel(s)=(as,0)

>’ cap(s) = (cos s,sin s,0)

e T | "ebene Kreislinie durch”.
I —— ab#0 : we(s) = (as,bs)

» - Cap(s) = (cos as, sin as, bs)

< - “Helix durchp”.

o =0 Satz 4.54Es seic = X ow,w : [a,b] — Q
eine Kurve aufX und Wy, € T, X, ty €

la, b]. Dann gibt es genau ein paralleles Vek-
Fig. 4.4 torfeld W' € 7. mit W (ty) = W.

Geometrische Interpretation:

Beweis: (4.152) ist ein lineares System von zweier gewohnlicheffeRintialgleichungen
erster Ordnung fur = (W, W,) " mit AnfangsbedingumgeW (t,) = W,. Deshalb folgt
die Behauptung aus dem bekannten Existenz-und Eindeutigatz fur gewodhnliche Diffe-
rentialgleichungen. [

Definition 4.55 Es seic = X ow, Wy € T, )X, to € [a,b] wie in Satz 4.54.

Weiter seill/ das (eindeutig bestimmte) parallele Vektorfedddsc mit W (ty) = W.
Fur ¢, € [a,b] heiBtWW (¢,) die Parallelverschiebung voi, langsc.

Bemerkung 4.56 i. Die Parallelverschiebung voi/, langsc hangt nicht von der Para-
metrisierung der Kurve ab. In der Tat, fir beliebiege Umparametrisierung

@ 0,1 = [a,b], ¢(r)£0 far 7elo,1]
(1) = c(p(r) = (X ow) ((7))
folgt es:
W(r) = W), WE)=WHXa(wt) =
Wi(r) = W (o(1)) Xa(w(p(r)) = W (1) Xa (@(7))
0=W(r) + Il;@()W(r)w’(r
= {7 (@) + T (@ (p(7) W (7)) & (7)) | (7).
Da (1) # 0, erhalten wir
W7 (p(1) + T (w (9(1)) W ((7)) & ((7)) = 0

~——
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und das gevwinschte Ergebnis folgt aus der Eindeutigkeit désung vor(4.152)
ii. Sindp,q € X(w),undistc = X ow,w : [a,b] — Q eine Kurve aufX mitc(a) = p,
¢(b) = ¢, so hat man eine Abbildung
P T,X—-T,X,

wobei P, jedem Tangentenvektd¥, € 7, X die Parallelverschiebungahgsc in b
zuordnet. Aug4.146)folgt, dassP. eine Isometrie ist:

@W/:O, ﬂJ]:O = iU-VzO = U-V =const.
dt dt dt
iii. Sind zwei FachenS = X(Q), S = X’@) tangential lngs einer Kurve, so ist die
Parallelverschiebungdngsc in S und S dieselbe, daifr p € Spurc gilt: 7,5 =

Tp§. Da die Projektionen auf die Tangentialimelibereinstimmen, stimmen auch die
kovarianten Ableitungeiiberein.

Beispiel 457 § = $2? ¢ R3 ist die Einheitssphare, C' = Spurc C S -Breitenkreis der
Breiter /2 — p,p € C, W, € T,C C T,S.

A

\

Fig. 4.5

Betrachte den Kegdl,, der tangential z& langsC' ist. Es sei) € (0, ) derOffnungs-

winkel von K; dann gilty) = /2 — ¢ (C +Aquator). Betrachte die Parallelverschiebung
von W, langsC in K. Ein Kegel ohne Erzeugende ist isometrisch zu dem Séktor

U={(pcosb,psinf) : p>0,0¢c(0,a)}
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wobeia = 27 sin ¢ (vgl. Beispiel 4.13).

Parallelverschiebung in der Ebene ist aber nichts andéseranslationlc = ¢(s) sei
nach der Bogenlange parametrisiert. Dann feifit’ (s), ¢(s)) = 0(s) und die Parallelvek-
torfeld ist in umschlieBende RauR? nicht selbstparallel (damit ist Breitenkreis der Breite
/2 — ¢ # 0 keine Geodatische; vgl. Korollar 4.59).

Ist ¢ der Aquator, so vergleichen wir mit einem Zylinder. In der Ebéstadas Bild von
c dann eine Strecke, urtds) ist in umschlieBende Raul®’ schon selbstparallel (damit ist
derAquator ein kandidat fur Geodatische; vgl. Korollar 4.59

Satz 4.58Es sei durchX : 2 — R? eine reguéire FlacheS = X (Q2) definiert.
Istp € SundW, € T,,S mit Wy, # 0, so existiert > 0 und eine eindeutig bestimmte
Geoditischec : (—¢,e) — S, die nach Bogeidinge parametrisiert ist mit
W

c(0) =p, C(O):m.

Beweis:Die Differentialgleichungen der Geodatischen (4.15)in System zweier gewohn-
licher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Die Baptung folgt aus dem Existenz-
und Eindeutigkeitssatz. [ |

Korollar 4.59 Die Geoditischen auf der Sitre sind nur GroRkreise (Synonydguator).

Beweis:Die Sphare mit Radiug hat die Kruimmungy = T Dann hat der Breitenkreis der

Breiteg — ¢ den Radius® = Rsin ¢ und die Krummungs,,(s) , dar,(s) die

~ Rsin %
Projektion von— N (s) auf die Normalen(s) ist (n(s) liegt in der Ebene des Kreises; vgl.
Fig. 4.5). Daraus folgt

also
1 1

e ™
Dann istx;, aquivalent zwot ¢ = 0 und daraug = 5

Istp € S? undW, € T,5?, so gibt es genau einen GroRkreis, der als SchnittSfomit
der affinen Ebene durghentsteht und den Vektd#, enthalt. Dieser Grol3kreis ist also die
eindeutig bestimmte Geodatische. [ |

Ausgehend von der Gleichung fur nach Bogenlange par@siegte Kurvenc = X o w
auf X
Dé
ds
(vgl. (4.148)) betrachten wir jetzt Einheitsvektorfeld&re 7. langs einer gegebenen Kurve
caufX.

= K45, s(s) := N(s) Aé(s)
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Definition 4.60 Mit

% A INOAW@)],  Wed, |[W=1
heil3t die Gbl3e
DW
[7] = )\(t) y t - [a, b] y

der algebraische Wert der kovarianten Ableitungvon das Eiheitsvektorfeld” in .

Bemerkung 4.61Ist |¢(t)| = 1 (d.h., nach Boge#@hge parametrisiert), so (vgl4.149)
Dé(t
{ ( )} = rKy(t).

dt

Aufgabe: Darstellung des algebraischen Werts der kovarianten aipigivonii/.

Hierfir beweisen wir zuerst ein paar Hilfssatze. Zursheimtersuchen wir, wie sich der
Winkel zwischen zwei Einheitsvektorfeldein W € 7. langs der glatten Kurve andert.
Dafur schreiben wir

W(t)=v(t)V(t) +0(t)V(t), (4.160)
wobei{V(t),V(t)} eine positive Orthonormalbasis v X ist.

Lemma 4.62 Es seien, v glatte Funktionen aufa, b] mit v? + v? = 1. Wahle p, so, dass
v(a) = cos yg, U(a) = sin ¢y und setzeifr ¢ € [a, b|

o(t) == po + / (v0 —o0') dt . (4.161)

Dann gilt
v(t) = cos [p(t)], o(t) = sin [p(t)], telab. (4.162)

Beweis: Setze:

1 1
A= i(v—cosg0)2+§(@—singp)2:1—vcosgp—@sin ©.

Es genugt zu beweisen, dass(t) = 0. DaA(a) = 0, bleibt zu Uberprufer\'(t) = 0
(vgl. (4.162)), denn dies implizieth(t) = const = A(a) = 0. Dafur betrachten wir die
Ableitung:

A = v sin p+T¢ cos o+ v cos p+7T sin @
= (o0 =) (— v sin ¢+ 7T cos ) + v cos 47 sin
= 0 (v*+7%)sin ¢ — V' (v +0%) cos ¢+ v'cos o+ 7 sin g =0,

denny’ = vo’ — o0’ (vgl. (4.161)) undvv’ + 02’ = 0 (folgt vonv? + o2 = 1). n
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Lemma 4.63 Es seienV, W € 7, tangentiale Einheitsvektorfeldeirigsc. Dann gilt

DW DV dy
— = 4.1
SaRka? (4163
wobeip(t) den orientierten Winkel zwischén(t) und W (¢) mif3t.
Beweis:Mit V = N AV undW = N A W gilt:
W =cos pV +sin oV (4.164)

und
W=NAW =cos o(NAV) +sin p(NAV) =cos pV —sin pV  (4.165)
dennN AV =V, N AV = —V. Differentiation von (4.164) liefert
W' = —¢' sin @V +cos o V' 4+ ¢ cos oV +5sin ¢ V'
und das Skalarprodukt mit (4.165) ergibt
W' - W = ¢ sin?o+¢ cos’p—sin®pV -V +cos? V-V’
= ¢ +cos’ oV -V —sin?pV .-V
dennV - V=V.V' =V.V'=0.AusV -V =0folgt V-V + V- V' = 0 und weiter:
W -W=¢+V'.V.
Somit erhalten wir die gewiinschte Gleichung (4.163):

-4 3]

dt dt dt
denn dw DW DW DW
W-W=—W=— W= |—| (NAW) - W=|—
t dt dt dt
und analog’’ -V = {%] u

IstW(s) = ¢(s), |¢| = 1, undV ein paralleles Vektorfeld langs so liefert das Lemma
4.63:

DW} _dy (4.166)

hals) = { ds | ~ ds-

Korollar 4.64 Die geoditische Kiimmung ist diAnderungsrate des Winkels, den die Tan-
gente mit eineméingsc parallelen Vektorfeld bildet.
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Vergleichen wir mit einem der kanonischen Basisvektord®, mit X1, so erhalten wir:

Satz 4.65Es seiX : Q0 — R3 eine orthogonale Parametrisierung, d.& = 0. Ist dann
c=Xow,w : [a,b] — Qeine Kurve inX, undW € 7, ein tangentiales Einheitsvektorfeld
langse, so gilt

DW 1 dw? dw! dy
= R R e Qi & 4.167
[dt] 2\/@@{4{“6115 “2dt}+dt’ (4.167)

wobeip(t) den orientierten Winkel voX,1 ;) (oder vonX,:(t)) nachl¥ (t) bezeichnet (bzgl.
der Orientierung( X1, X,2) des Tangentialraums).
Beweis:Wir haben die gleiche Formel (4.167) fiir beide Winkel:=4(X o, W), a = 1,2,
3 .
da ausp; — ¢ = 77? folgt esy) = ¢}, = ¢'. Also, nehmen wir ap = 1 =4(X,1, W).
Auf ¢ betrachten wir die Einheitsvektoren (naturliche Basis)

Xul Xu2
€1 = \/g ) € 1= ﬁ’

so dassV(t) = e (t) A ex(t). Aus Lemma 4.63 folgt

DW] _[Da]  do
dt | | dt dt

Nun ist
De, de; de; dw?! dw?
[W] =g Whe)="me=(a), e+ (@) e
Aus.Z = X1 - X2 = 0 folgt
1
Xulul -Xu2 = —Xul 'Xu1u2 = —5 u2 »
so dass ¥ ¥ . e
1 2 2
e1) ,reg= | —= R = Xyt - Xyp = ————— .
(€1) -2 (ﬁ) NN A W27
Analog folgt
(0). 2= 5o
EE N7
Einsetzen liefert (4.167). [ |

Bemerkung 4.66 Ist die Parametrisierung nicht orthogonal, so ist die Datking kompli-
Zierter.
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4.8 DER SATZ VON GAUSS-BONNET

Wir werden nun Vorbereitungen treffen um den Satz von GaofiaBt zu beweisen. Dieser
stellt den Zusammenhang zwischen der geodatischen Kriingnaer Gauld’'sche Krimmung
und der Eckenanzahl von stiickweise glatten, geschloss@neen auf einer Flache her.

Stuckweise glatte geschlossene Kurven auf&then
Es seiX : Q — R? eine regulare glatte Flache und = X () = Spur X C R3.

Definition 4.67 Eine stetige Kurve
c: [0, -, I' := ¢([0,(]) = Spurc (4.168)

heil3tstiickweise glattundgeschlossepwenn folgende Bedingungenidif sind:
i. ¢(0) = ¢(¢) (geschlossen);
ii. ¢:[0,0)— . injektiv (einfach);

iii. Die Kurve ist stickweise regdlr: es existiert eine Zerlegun@ = ¢y < t; < ... <
tm < tmi1 = {, SO dass die Bgenl';, = Spurc}[tk g CTC I k=0....m,
regular sind.

iv. Die Grenzwerte

lim (t) =: () #0 und lim d(t) = () #0

t, ty AN

existieren f@ir alle £ = 1,2,...,m + 1 und wir kbnnen 0.B.d.A. annehmen, dass
d(ty) #d(t)) ist.

Die Eckpunkte, := ¢(t;) € I" heiBenEckenundTl, ..., T, heiRerregulare Bogen

Fig. 4.6
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Sei|6,| €]0, 7| der kleinere Winkel zwischen den Vektoréf, ), ¢(¢;) und

O, = sign [det (<'(t;),c (&), N(cx))] |0kl fur |0, < (4.169)
= sign[det (| (tx — ), (tx, +),N)|w  fur Spitze|6y| = =, (4.170)

konstant fir0 < e < g,

wobei N(¢;,) die Einheitsnormale an die orientierte Flaciein ¢, bezeichned,, hei3tAu-
Benwinkel an der Eckec,, (vgl. Fig. 4.5).0,, mif3t offensichtlich den Sprung des Argumentes

Op == arg d(t)) —argd(t;), k=0,...,m. (4.171)

Wir nehmen an, dass die Parametrisierihg 2 — . von.¥ orientierungstreu und
diffeomorph zur Einheitskreisscheilie C R? ist.

Weiter bezeichne, : [tx,tr+1] — R eine glatte Funktion, die jedeme [t;, t.1] den
positiven Winkel vonX . zud(t) zuordnet. Analog zum Umlaufsatz in der Ebene gilt dann:

> lektin) — eu(t)] + > 0 = +27. (4.172)

m
k=0 k=0

Ist nunG € .7 ein offenes und zusammenhangendes Gebiet, so BiRt G einfach,
wennZ homeomorph zur Einheitskreisscheibeund die Grenzkurvé := 0.4 = Spur ¢
stiickweise regular und geschlossen ist.

Definition 4.68 Man sagt, die Grenz€&' ist (durch¢) positiv orientiert, wenn auf jedem
regularen Bogen gilt: Ist{c/(t), c*(t)} eine positiv orientierte Basis vdh,;), SO zeigtc*(t)
nach innen (in Richtung?), d.h.

fur die FlachennormaleV.

Oderaquivalent: Beim Umlaufen des Gebietes, wenn déelRénnormaléV nach oben
zeigt, liegt das Gebiet auf der linken Seite.

Wir errinern das der Betrag des VektorproduKtes\ v| den Flacheninhalt des von den
Vektorenu,v € R? aufgespannten Parallelogramms darstellt (vgl. Lemma.ifi)27d ist
das Vektorproduktio := |d'X A d?X| das Volumelement der Flack# (vgl. (3.70)):

do = |d'X Nd*X| = /det Gy dudv,
.| := Flacheninhalt’ = [, do = / VEG — F2dudv . (4.173)
Q
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Satz 4.69 (GaulR—Bonnet; Lokale Versiongei X : Q — . C R? eine orthogonale
Parametrisierung (also# = 0) einer orientierten Fhche.”. Es seif) diffeomorph zur
Einheitskreisscheibe, und mit der Orientierung von¥” vertraglich. Es sei C .¥ =

X () einfach und: : I — . nach Bogeriinges € [0, ¢) parametrisiert. Es sei die Grenze
[' = 04 = Spur c durche positiv orientiert. Dann gilt

m Skl m
Z/ Kg(s)ds +/ Kdo+Y 6, =2r, (4.174)
Z k=0

k=0 v Sk

wobeic; = ¢(s;) undfy, j = 0,...,m, die Ecken und die entsprechenden Auf3enwinkel von
I" sind; , ist die geodtische Kiimmung unds die Gauf3’sche Kimmung.

Bevor wir Satz 4.69 beweisen, betrachten wir ein paar Belispi

Beispiel 4.70 Betrachte ein geditisches Polygon mit. Ecken auf einer regéren Flache
P CS CR3.

Jede demn Seiten von’ sei eine Geaodlische,
K = K seidie Gaul3’'sche Kimmung vor”.
Dann gilt

;ﬂk —(m—2)7 = /9 Kdo (4.175)

wobei 5y, ..., 3, die Innenwinkeln des Polyg-
ons sind.

In der Tat: Gilt 5, = © — 6;, wobeif, der
AulRenwinkel mit Vorzeichen ist (vgl. Definition
4.67). Dak, = 0, ist Formel(4.175)ein Spezi-
Fig. 4.7 alfall der GauR-Bonnet Gleichung.174)

i. Die Ubertragung des Satzes aus der ebenen Trigonometrie aafi€h mit verschwin-
dender Gauld'scher Kimmungk = 0 (Zylinder, Kegel):

Zﬁk =(m—2)r.
k=1
ii. WennK = 1 (z.B. Einheitsspire), dann gilt

3" Bi — (m — 2)x = | 2| = Flacheninhalt? .

k=1

Beweis des Satzes 4.6%s seic = X o w. Nach Satz 4.65 mit (4.166) gilt

1 dw? dw! dpg,
— - g e, O
fols) = 5= {% as T }+ ds ’
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wobei diey;, glatte Funktionen sind, die al;, s;1] den orientierten Winkel voX,: nach
(s) misst. Es folgt

m

Sk TR ' dw? Ep dwl] N
ko(s)ds = - ds + / —=ds
Z/k o(0) ,;/k {2\/50% ds 289 ds ,; s ds

k=0
m Sk+1 éou2 m Sk+1 d‘Pk
= ds + / —ds,

daN(s) = (Nl(s),NQ(s))T — ((w2(s)), —(w'(s))") " (orthogonal zu dem Tangentenvek-
torw(s) = ((w'(s)), (wQ(s))’)T). Anwendung des Gaul3'schen Satzes in der Ebene (Diver-

genzsatz; vgl. (4.118)), der Formel fur die Gaul3'scherkmiung (4.73), des Umlaufssatzes
(4.172) liefern:

- k1 @ 1 &2
ds = — | + (= du' du®
,;/ ol & /x [(wcs’%)ul (wm) ] o

m

+ > [elsin) —e(s0)] = — | EVEYG du' du® + 27 — Zek
k=0 X-4(2)
= —/ K do+2m = 6,
4 k=0
da die Kurve positiv orientiert ist. Es folgt (4.174). [ |

Definition 4.71 . C R3 sei eine regudre Flache,G C .¥ ein Gebiet. Eine geschlossene
Flache = G heil3tregular wenn gilt:

I. & ist kompakt;

ii. Die Grenzen % zerflltin eine endliche Vereinigung von einfach geschlossesick-
weise regudren Kurven:0 = Uﬁzl Spur ¢;, wobeiSpur ¢; () Spur ¢, = () fur alle

J# k.

Definition 4.72 % C . reqular, & = {Tj};”:l hei3tTriangulierung von &2 wenn:
i. Ty Dreieck,U;?:1 T, = 2P;

ii. EntwederT; (1), = 0 oderT; T} # 0 und dann istl; " 7}, die gemeinsame Kante
oder die gemeinsame Ecke vy T,.

Es folgt ein technischer Satz, der hier ohne Beweis angefith

Satz 4.73Zu jedem reguren abgeschlossenen Gebigt C .7 einer reguéren Flache
existiert eine Triangulierung. [ |
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regular regular Nicht regular

Fig. 4.8

Definition 4.74 . sei eine Triangulierung vor®? und es bezeichne die Anzahl der
Ecken,K die Anzahl der Kantent' die Anzahl der Dreiecke. Dann heil3t der ganzzahlige
Wert

X(P)=E—K+F, (4.176)

Euler-Poincaré Charakteristik von £2.

Satz 4.75Die Euler-Poincaré Charakteristik von &2 ist unablingig von der Triangulie-
rung .7 . [ |

Definition 4.76 . C R3 kompakt und zusammeirigend. Die ganze Zahl

1

heiRtGeschlecht vons’, wobeix(.#) Euler-Poincaé Charakteristik ist.

Beispiel 4.77 x(einfach) = 1, x(*?) = 2, x(Torus) = 0.

Eine Splre S, mit g “Henkeln” hat Geschlechy und die Euler-Poinca Charakteristik
ergibt sich zuy(S,) = 2 — 2g¢.

Nachste Satz ist ein€lassifikation kompakter zusammentangender FBchen inR?
und wird ohne Beweis angefuhrt.
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Theorem 4.78 Ist . C R? eine kompakte zusammémigende geschlosseneiEhe, dann
nimmt die Euler-Poinca Charakteristik einen der folgenden Werte an

X()=2,0,-2,...,—2k.

Kompakte zusamme#ihgende Richen.” und 7 in R® mit gleichem Geschlechi{ .) =

g(.) (mit gleiche Euler-Poinca Charakteristiky () = x(-)) sind homeomorph. =

Korollar 4.79 Es existieren nurifnf requlire konvexe Polyeder: die Platonischearldern.

Beweis P, ,, ist ein konvexer Polyeder: Jede Flache ist ein regulargsk und es gibt jen
Flachen pro Ecke. Dann gilt

nF =mE =2K, m >3, n>3.
Von Theorem 4.78 und Beispiel 4.77 folgt:
X(Pom)=x(#*)=2=FE—-K+F
und schlieflich,

12 =6x(Pym) =6(E— K+ F)<2mE —3nF +6F =F(6—3n+2n)=F(6—n)

n e
= F?

d.h.3 <n <5. ]

Bemerkung 4.80 (Technisch) Sei.# eine reguére orientierte Fﬁche,{Xa}aw eine Fa-
milie von orientierungstreuen Parametrisierungen vghund seiZ C .¥ regular.

Es existiert eine Triangulierungy” von% in der jedes Dreieck vory in einer Koordi-
natenumgebung d€rX, } _  enthalten ist.

Ist jedes Dreieck positiv orientiert, so haben aneinandsrgende Dreiecke an der ge-
meinsamen Kante verschiedene Orientierung.

Erinnerung: Es sei&? C .7 reqular,.7 = {%}Zzl Triangulierung vonZ, T;, C
Xagky(Uagry), f stetig auf22. Dann folgt aus der Flacheninhaltsformel (4.173)

/ Fdo=>" / orf o XawVEYG — F2dudv), (4.177)
P 1 Y X1(Ty)

wobei F' = f o X, und{¢,},_, Zerlegung der Einz ist.
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Satz 4.81 (Gaul3—Bonnet; Globale Versionks sei.” eine orientierte Fhche, 7 C .
regular, 0.2 = Ule Spur ¢;, jede Kurver . . ., ¢, sei positiv orientiert.

Es seien{&i}f’;l die AuRenwinkel der Kurve,, k = 1, ..., ¢. Dann gilt

Z/ Kg(s d$+/ Kda+zzej 2x (P (4.178)

k=1 j=1

Beweis:Sei .7 Triangulierung vonZ, T), C X (Uy), X\ eine orientierungstreue, orthogo-
nale Parametrisierung vo#f. Von Satz 4.69 (Gaul3-Bonnet, Lokale Version)

F 3
Z/ Kg(s ds+/ Kdo + ZZegzsz, (4.179)
7j=1

da die Integrale auf allen “inneren” Kanten zweimal mit eggngesetzter Orientierung vor-
kommen, heben sie sich auf. Hier bezeichitéttie Zahl der Dreiecke (vor¥’) und {Gi}jzl

die AuBenwinkel voril}.. Da T}, positiv orientiert ist,@i € (0,7jundm — 92 = [, wobei
B € [0, 7) Innenwinkel vorT}, bezeichnet. Es folgt

iiﬁ =iZW iZﬂ =3wF—iiﬂi- (4.180)

k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
K, die Zahl der aufRen (Grenz-) Kanten vo ,
K, die Zahl der inneren Kanten votv ,
E, die Zahl der auf3en Grenz-) Ecken von ,
E; die Zahl der inneren Ecken vory .

Setze:

Da jede Kurve, geschlossen ist, folgt
K,=E,.

AuBerdem isBF' = 2K; + K, (beweisbar mit Induk-
tion). Deshalb gilt mit (4.180)

F 3
) 6 =2rK; + 7K, — ZZ@ (4.181)

k=1 j=1 k=1 j=1

Fur alle auReren Ecken

Ea = Eac + Em‘ )
Fig. 4.9 wobei E,. die Anzahl der Ecken aller Kurven
c1,...,c0 ist und E,. die Anzahl der wegen Trian-

gulierung kunstlich eingefuihrte Ecken bezeichnet.
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Bei einer inneren Ecke gilt andererselts=Summe der Innenwinkel (an dieser Ecke) und
fur eine “kuinstliche” Ecke auf einer Kurvg, ist r=Summe der Innenwinkel. Aus (4.181)
folgt

F 3
ZZQ% = 21K, + 7K, —2nE;, —nE, —

k=1 j=1

]

k=t j=1
Cope

= 2K, + 21K, - 2rE;, — B, — mhy — mhy + Z Z 0,

k=t j=1

¢
= 271‘K—27TE+Z§:9£‘

k=t j=1
daK, = E, und (4.179) liefert

Z/ Kg(s ds+/Kda+ZZ@J—27T(E K+ F)=2mx(2). u

k=1 j=1

Der nachste Satz verknipft die Totalkrimmung (metesghdl3e) mit der Euler-Poincaré
Charakteristik (topologische Invariante):

Korollar 4.82 Ist.” kompakt und orientierbar, so gilt
/ Kdo =2nx(Y). (4.182)
S
Beweis:Da.¥ kein Rand und keine Ecken hat, verschwinden in der Gau3-&dformel
(4.178) die Summanden nii;, umdé;,, und wir bekommen (4.182). |

Korollar 4.83 . kompakt,K > 0, K # 0 dann ist.” isomorph zur Einheitsgire . C
RR3.

Beweis Da K > 0, K # 0 folgt x() > 0 (vgl. (4.182)) undy(”) = 2 (vgl. Theorem
4.78). Dann¥ = .72, [

Korollar 4.84 Es sei.” orientierbar undK < 0. Dann gilt: Beginnen zwei Gedatische in
einem Punkp € .7, so lonnen sie sich nicht in einem Punktwieder treffen, so dass ihre
Spuren den Rand eines einfachen Gelgigtslden.

Beweis & = G einfach,c; = v;, j = 1,2, Geodatisché, = 0, dann
/ Kdo + 0, + 0y = 27X () = 2w

(vgl. (4.178)), wobeb; > 0, §; > 0 die AuBenwinkel inp und ¢ bezeichnen. D&; < =
(Eindeutigkeit der Geodatischen) uAd< 0, erhalten wir einen Widerspruch. [ |
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Korollar 4.85 Sei.” kompakt und zusammaeinigend KX > 0; 71, 72 zwei einfach geschlos-
sene Geadltische. Danrbpur v, [ Spur v, # 0.

Beweis Da K > 0, folgt . = .2, FallsSpur vy, [ Spur v, = ), SOSpur~y; () Spur v, =
0G fur GebietG' C ., G = Zylinder. Gaul3-Bonnet Satz sichert

0< / Kdo = 2mx(Zylinder) = 0.
P
Dieser Widerspruch beweist die Behauptung. [ |

Korollar 4.86 . kompakt,” % .72. Dann gibt es elliptische, parabolische und hyperbo-
lische Punkte aut”.

Beweis Der Gaul3-Bonnet Satz fordert

/ Kdo <0. (4.183)
S

Andererseits gibt es elliptische Punkte . gfakompakt ist; also nach (4.183) auch Punkte mit
K < 0 (hyperbolisch), und nach dem Zwischenwertsatz auch phsahe Punkte ' = 0).
|

Korollar 4.87 Sei.” kompakt und zusammaeirgend,KX' = ¢ sichert K = ¢ > 0 und
B = n

Korollar 4.88 Starrheitssatz.
i. . C R? kompakt und zusammeinrigend K = ¢ sichert.# ist Einheitsspre.
ii. . nicht kompaktK = 0 sichert. ist Ebene oder Zylinder.
iii. . nicht kompaktK < 0 ist unnoglich (Hilbert!). |

UBUNGEN

Ubung 4.1 Es seien?,, .% und.%; regulare Flachen. Beweisen Sie:
1. Isty : .4 — . eine Isometrie, soist~! : . — .#] auch eine Isometrie.

2. Sindyp : ¥ — S undy @ S — S5 lsometrien, soist) o p 1 S — S eine
Isometrie.

Das impliziert, dass die Isometrien einer regrdn Flache in nafirlicher Weise eine Gruppe
bilden, die Isometriegruppe vao#'.
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Ubung 4.2 Betrachten Sie auf/ = (0,7) x (0, 27) die folgende Parametrisierung der
Einheitssphre.7?:

X U— .7, X (6, ) := (sinf cos @, sinfsin p, cosh)' .

. 0
Es seiu = p undv = log tan (5)

1. Zeigen Sie:

-
cos u, —— sin u, tanh v)
cosh v cosh v

Y(u,v) = (
ist eine Parametrisierung voRN (U) C .72,
2. Berechnen Sie die Koeffizienten der ersten FundamemntaifonY'.
3. Zeigen Sie:
Y. 2?5 X(U) - Bildy™ c R?
ist eine konforme Abbildung. Diese Abbildung hei3t Menc&mjektion (Weltkarte
1569).

4. Was ist das Bild der Meridiane bzw. der Breitenkreise?

Ubung 4.3 Es sei.” eine Rotationsiche. Zeigen Sie, dass die Rotationen um ihre Achse
Isometrien von?’ sind.

Ubung 4.4 Zeigen Sie: Die Fichen

X(u,v) = (ucosv, usinv, logu)

X(u,v) = (ucosv, usinv, v)

haben dieselbe GauRRscheimmung in den PunkteR (u,v) und X (u,v), die Abbildung
X o X~ !ist aber keine Isometrie.

Ubung 4.5 Ist X eine isotherme Parametrisierung, ddi.= % = \*(u,v) und.Z = 0, so
zeigen Sie
A(log \)
A2
Ist& =4 = (u® + v+ ¢)~2 und.Z = 0, so schlieBen Si& =const= 4c.

K=-—

Ubung 4.6 Zeigen Sie:

1. Die Christoffel-Symbole der zweiten Art sind symméiriseiglich ihrer unteren In-
dizes. Was bedeutet dds tlie Mainardi-Codazzi-Gleichungen?
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2. Ist.# = 0 = ., und gibt es keine Nabelpunkte, so werden die Mainardi-Coda
Gleichungen zu:
%, =6,H,

Ny =9, H.

Ubung 4.7 Betrachten Sie die stereographische Projektion.#2 \ {N} — R?, die einen
Punktp = (z,y, ) der Splare #? ohne den NordpaN = (0,0, 2) auf den Schnittpunkt der
(z,y)-Ebene mit der Geraden abbildet, deundp verbindet (siehé&Jbung 3.2).

1. Benutzen Sie die stereographische Projektion um zurzei@é die Sgare lokal kon-
form zur Ebene ist.

2. Warum ist die Sjre lokal konform zur Ebene und nicht global?

Ubung 4.8 Beweise das Isometrien einer regd Flache in naiirlicher weise eine Gruppe
bilden: Fur regulare Flachen.7;, .% und.#; ist die Inversep=! : .4, — .#; von die
Isometriey : . — % und die Komposition) o ¢ : . — .¥5 von die Isometrierp und
Y S — S5 auch Isometrien.

Ubung 4.9 Zeigen Sie das Rotationen um eigene Achse von Rotasiomsiisometrien sind.
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